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本讲内容

1 线性回归模型的推断

2 AR系数的推断
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线性回归模型的推断

本节内容

1 线性回归模型的推断

2 AR系数的推断
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线性回归模型的推断

线性回归 OLS估计的大样本理论

考虑多元回归模型

Yt �

K∑
k�1
βkXkt + εt � XË

t β + εt , t � 1, . . . , T

其中 X1t 可以为 1，代表常数项

矩阵形式为

Y � Xβ + ε

β的 OLS估计为

β̂T � (XËX)−1XËY

对 H0 : β � β0等类假设进行推断，需要知道 β̂T 的渐近分布
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线性回归模型的推断

OLS估计系数的注记

OLS估计系数 β̂T 是样本 X � {Yt ,Xt}的一个函数，因此当
X作为随机变量时，β̂T 也是一个随机变量

但当样本 X给定，即样本为其实现值 {yt , xt}时，相应的估
计系数有确定取值，非随机，此时通常将 OLS估计值写为
bT

β̂T 是一个随机变量，需要进一步确定其分布，而 bT 是这个

随机变量的实现值
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线性回归模型的推断

大样本的意义

大样本 (large sample)时，概率极限理论可以直接确定估计
量 β̂T 的渐近分布 (asymptotic distribution)

大数定律和中心极限定理

后者的实质：标准化样本均值的分布收敛到标准正态分布

小样本时，只有在很强的假设之下，才有可能得到 β̂T 的分

布，从而实现相关统计推断

如残差项 εt 是正态分布
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线性回归模型的推断

线性回归 OLS估计系数的渐近分布

已知系数估计量 β̂T
a.s.→ β0，且

Eβ̂T � β0 + E(XËX)−1XËε

� β0 + E{E[(XËX)−1XËε |X]}
� β0 + E{(XËX)−1XËE[ε |X]} � β0

通常而言
√

T(β̂T − β0)收敛到一个多元正态分布
⇒ 中心极限定理 (central limit theorem)
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线性回归模型的推断

中心极限定理 (central limit theorem, CLT)

考虑 iid样本 {Xt}，期望为 µX，方差为 σ2
X

由大数定律，µ̂X,T − µX � T−1 ∑
t(Xt − µX)

a.s.→ 0

计算可得，var(µ̂X,T) � σ2
X/T，故 µ̂X,T 的标准化

ξT �
µ̂X,T − µX√
var(µ̂X,T)

�
T−1 ∑

t(Xt − µX)
√

T
−1
σX

�
1√
T

∑
t

Xt − µX

σX

方差为 1

定理 1 (iid序列 CLT：1-元情形)
假设有 iid序列 {Xt}，则其标准化样本均值 ξT

d→ N(0, 1)，或等
价的，

√
T(µ̂X,T − µX)

d→ N(0, σ2
X)
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线性回归模型的推断

CLT：Monte Carlo模拟示例

Histogram of xi
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线性回归模型的推断

多元情形下的中心极限定理

定理 2 (iid序列 CLT：多元情形)
假设有 iid向量序列 {Xt}，期望向量为 µ，协方差矩阵为 Σ，则
其样本均值向量有如下极限分布

√
T(µ̂X,T − µX)

d→ N(0,Σ)

多元情形下仍然可以定义标准化样本均值：当 Σ可逆时，

ξT �

(
1√
T
Σ

1
2

)−1 (
µ̂X,T − µX

)
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线性回归模型的推断

协方差矩阵补充性质

协方差阵 Σn×n 为半正定对称阵，故特征值 λ1 , . . . , λn ≥ 0，
且存在矩阵 C满足 C−1 � CË，使得 Σ可对角化为

Σ � Cdiag(λ1 , · · · , λn)C−1

其中 diag表示由给定数组构造对角矩阵
此时有
λ1

. . .

λn

 �


√
λ1

. . .
√
λn



√
λ1

. . .
√
λn


定义 Σ

1
2 � Cdiag

(√
λ1 , · · · ,

√
λn

)
C−1,仍为半正定对称阵，

满足 Σ � Σ
1
2Σ

1
2
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线性回归模型的推断

一般情况下的中心极限定理

上述定理 1/2要求 iid假设；应用中，iid假设不一定满足

仔细观察可见，iid假设“形式”上主要用于确定样本均值
的协方差矩阵；而这一步骤，主要依赖于不同期变量相关性

为 0这一事实

如果只假设序列不相关，无法保证极限分布存在

⇒ 弱于 iid而强于不相关的假设为：鞅差序列 (martingale
difference series)

Ωt 表示 t 时信息集；E[Xt+1 |Ωt]表示对当期信息
的条件期望 (conditional expectation)
给定 {Ωt}，{Xt}称为鞅差序列，若 E[Xt+1 |Ωt] � 0
前述中心极限定理在鞅差序列假设下均成立！

刘岩·武大金融 第 8讲：自回归模型的推断 第 12 / 26页



线性回归模型的推断

线性回归 OLS估计系数的统计推断

为分析 β̂T 的渐近分布，考虑

√
T(β̂T − β0) �

(
1
T

T∑
t�1

Xt XË
t

)−1√
T

1
T

T∑
t�1

Xtεt︸       ︷︷       ︸
视作样本均值

注意 E[Xtεt · εt XË
t ] � EE[ε2

t Xt XË
t |Xt] � σ2

εE[Xt XË
t ] � σ2

εM

在 OLS常用假设下，及 Xtεt 鞅差序列假设下，由 CLT可得
√

T
1
T

T∑
t�1

Xtεt
d→ N(0, σ2

εM)

再由 T−1 ∑
t Xt XË

t
a.s.→ M 可得

√
T(β̂T − β0)

d→ N
(
0, σ2

εM
−1)
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线性回归模型的推断

回归系数渐近分布的样本估计

总体分布未知，故 σ2
ε 与M 均需从样本 {Y ,X}进行估计

{Xt}平稳，LLN ⇒ M̂T ≡ T−1 ∑
t Xt XË

t
a.s.→ M

由 β̂T 的一致性，可知样本残差

ε̂t � Yt − XË
t β̂T

是 εt 的一致估计，LLN ⇒ σ̂2
ε,T ≡ T−1 ∑

t ε̂
2
t

a.s.→ σ2
ε

有限样本下，σ̂2
ε,T 有偏差更小的无偏估计量

结合这两方面，可知

β̂T − β0 ∼ N
(
0, 1

T σ̂
2
ε,T M̂−1

T

)
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线性回归模型的推断

单系数假设检验

H0 : β̂k ,T − βk ,0 � 0 ⇒标准 t-检验

ξT �
β̂k ,T − βk ,0

σ(β̂k ,T)

其中 σ(β̂k ,T)表示 β̂k ,T 的标准误 (standard error)，对应矩阵

1
T
σ̂2
ε,T M̂−1

T

对角线上第 k 个元素的平方根

给定 β̂k ,T 与 σ̂2
ε,T M̂−1

T 收敛，则 T 越大，标准误越小，从而
检验的显著性水平越高，p-值越小
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线性回归模型的推断

系数检验的进一步说明

ξT 是做为随机变量的样本 {Yt ,Xt}的函数，因此也是随机
变量

确定了 OLS估计量 β̂k ,T 及相应的 ξT 的分布后，即可以根

据作为实现值的样本取值 {yt , xt}来计算 β̂k ,T 的实际取值

b̂k ,T，进而计算 t-统计量 ξT 的实际取值

ξ̄T �
b̂k ,T − βk ,0

σ(β̂k ,T)

回归系数 β̂k ,T 关于原假设 βk ,0检验的 p-值为如下双尾概率

P(|ξT | ≥ |ξ̄T |)
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线性回归模型的推断

t-检验：统计量分布、显著性水平、p-值与拒绝域
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线性回归模型的推断

3-σ 原则：β̂与 β0相差 2倍标准误则 p-值小于 5%
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线性回归模型的推断

多系数联合检验

考虑 H0 : βi − β j � 0，即第 i和 j 个回归系数相等
⇒ 只需从渐近分布中提取出 β̂i ,T , β̂ j,T 的联合分布

考虑矩阵（行向量）

R � [. . . , 0, 1︸︷︷︸
ith

, 0, . . . , 0, −1︸︷︷︸
jth

, 0, . . .],

则 Rβ̂T � β̂i ,T − β̂ j,T ∼ N
(
0, 1

T σ̂
2
ε,T RM̂−1

T RË︸            ︷︷            ︸
1×1

)
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线性回归模型的推断

多系数联合检验

一般情况，多系数线性联合假设检验，可引入线性约束矩阵

(linear restriction matrix) RL×K 及约束目标向量 rL×1：

H0 : Rβ � r ⇔ H0 : Rβ − r � 0L×1

此时，检验统计（向）量 ξT � Rβ̂T − r 的渐近分布近似等于

N
(
0, 1

T σ̂
2
ε,T RM̂−1

T RË
)

L ≤ K，最多同时检验所有 K个回归系数的取值

如何检验？⇒将 ξT 变形为 χ2-分布
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线性回归模型的推断

χ2-分布与正态分布的关系

给定 L个独立标准正态 r.v. X1 , . . . ,XL，平方和 Y �
∑
ℓ X2
ℓ

的分布称做自由度为 L的 χ2-分布 (χ2-dist. with the degree
of freedom of L)，记做 χ2(L)

PDF如下
1

2L/2Γ(L/2)
xL/2−1e−x/2

χ2-分布是一种特殊的 Γ-分布
取值范围为 (0,+∞)

若 X � [X1 , . . . ,XL]Ë ∼ N(0,Σ)，则 Σ−1/2X ∼ N(0, IL×L)，故

(Σ−1/2X)Ë(Σ−1/2X) � XËΣ−1X ∼ χ2(L)
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线性回归模型的推断

χ2-分布的密度函数
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线性回归模型的推断

多系数检验：Wald检验与 F-检验

上述多系数联合检验，可使用如下Wald统计量

WT ≡ ξËT
( 1

T σ̂
2
ε,T RM̂−1

T RË)−1
ξT �

T
σ̂2
ε,T

β̂ËT RË (RM̂−1
T RË)−1Rβ̂T

服从 χ2(L)-分布，又称为Wald检验
当WT 的样本取值 W̄T �

T
σ̂2
ε,T

b̂Ë
T RË (RM̂−1

T RË)−1Rb̂T 大于

α-显著性临界值 χ2
α(L)，或者该检验 p-值 Pr(WT ≥ W̄T)小于

显著性水平 α时，拒绝 H0 : Rβ � r
α通常为 1%, 5%, 10%；χ2

α(L)为分布对应的 α-分位数

F-检验：统计量为 FT � WT/L，分布为 F-分布 F(L, T − K)
但这是一个小样本检验，需要残差项 εt 为 iid正态分布才能
得出 F-分布
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AR系数的推断

本节内容

1 线性回归模型的推断

2 AR系数的推断
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AR系数的推断

AR模型的 OLS估计

平稳 AR(p)模型：Xt � ϕ1Xt−1 + · · · + ϕpXt−p + εt，{εt}
iid，0-均值

给定样本 {Xt}T
t�1，AR(p)模型的 OLS回归矩阵形式：

Y � Xϕ + ε

Y �


Xp+1
...

XT

 , X �


XË

p+1
...

XË
T

 �


Xp · · · X1
...

. . .
...

XT−1 · · · XT−p

 , ϕ �


ϕ1
...

ϕp


OLS估计量：ϕ̂T � (XËX)−1XËY
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AR系数的推断

AR模型 OLS估计系数的渐近分布

一致性：平稳性⇒ E[εt |Xt−1 ,Xt−2 , . . . ,Xt−p] � 0，即
E[εt |XË

t ] � 0，故 T−1 ∑
t Xtεt � 0

渐近分布：关键在于验证 XË
t εt 是鞅差序列，等价于各个分

量 Zt ≡ Xt−iεt 是鞅差序列，∀i � 1, . . . , p
需要验证 E[Zt+1 |Ωt] � 0；t-期信息集
Ωt � {Xt ,Xt−1 , . . .} � {εt , εt−1 , . . .}
E[Zt+1 |Ωt] � E[Xtεt+1 |Ωt] � E[Xtεt+1 |Xt , . . .] �
XtE[εt+1 |Xt] � 0
E[εt+1 |Xt] � 0是因为 Xt 由 {εt , εt−1 , . . .}决定，后者与 εt+1

相互独立，故 E[εt+1 |Xt] � Eεt+1 � 0

前面 OLS回归统计推断的所有结论均适用！
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