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12月 16日

1. (a) 令 / = (-8 − E-8) − Σ-.,8Σ
−1
..
(. − E.)

易得:

i. E/ = 0

证明:

E/ = E[(-8 − E-8) − Σ-.,8Σ
−1
..(. − E.)

= E-8 − E-8 − Σ-.,8Σ
−1
..(E. − E.)

= 0

ii. cov(/,.Ç) = ®0
证明:

cov(/,.Ç) = E[/(. − �.)Ç]

= E[(-8 − E-8)(. − �.)Ç − Σ-.,8Σ
−1
..(. − E.)(. − �.)Ç]

= Σ-.,8 − Σ-.,8Σ
−1
..Σ..

= ®0

所以 Z和 Y互相独立对于任意关于 -8 的预测函数 f(Y)

有

E[-8 − 5 (.)]2 = E[-8 − E(-8 |.) + E(-8 |.) − 5 (.)]2

= E[-8 − E(-8 |.)]2 + 2E[(-8 − E(-8 |.))(E(-8 |.) − 5 (.))] + E[E(-8 |.) − 5 (.)]2

= E[-8 − E(-8 |.)]2 + 2E[E[(-8 − E(-8 |.))(E(-8 |.) − 5 (.))|.]]

+ E[E(-8 |.) − 5 (.)]2

= E[-8 − E(-8 |.)]2 + E[E(-8 |.) − 5 (.)]2

≥ E[-8 − E(-8 |.)]2 当且仅当 5 (.) = E(-8 |.)时等式成立
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由此可知 E(-8 |.)是 -8 关于 Y的最小均方误标准下的最优预测

则 E[-8 − / |.] = E(-8 |.) − E(/ |.) = E(-8 |.)
可知 -8 − /是 -8 关于 Y的最优预测

则 E(-8 |.) = E[-8 − / |.] = E[E-8 − Σ-.,8Σ
−1
..
(. − �.)|.]

= E-8 + Σ-.,8Σ
−1
..
(. − �.)得证

(b) 由 (a)问可知 E(-8 |.) = E-8 + Σ-.,8Σ
−1
..
(. − �.)

则 E(- |.) = E

©­­­­­­­«

-1 |.
-2 |.
...

-= |.

ª®®®®®®®¬
=

©­­­­­­­«

E(-1 |.)
E(-2 |.)

...

E(-= |.)

ª®®®®®®®¬
=

©­­­­­­­«

E-1 + Σ-., 1Σ−1
..
(. − �.)

E-2 + Σ-.,2Σ
−1
..
(. − �.)

...

E-= + Σ-.,=Σ
−1
..
(. − �.)

ª®®®®®®®¬
=

©­­­­­­­«

E-1

E-2
...

E-=

ª®®®®®®®¬
+

©­­­­­­­«

Σ-.,1Σ
−1
..
(. − �.)

Σ-.,2Σ
−1
..
(. − �.)
...

Σ-.,=Σ
−1
..
(. − �.)

ª®®®®®®®¬
= �- + Σ-.Σ

−1
..
(. − �.)

(c) 由MA(2)过程 -C = �C + �C−1 + �C−2可知�C ∼ #(0, �2
�)

则 E-C = 0且

�2
�(:) =


(3 − :)�2

� , : = 0, 1, 2

0 , : > 2

定义 - = (-C+1 , -C+2 , · · · )Ç , . = (-C−1 , -C−2 , · · · )Ç

由 (a) 问可知 EC-C+9 = E[-C+9 |-C , -C−1 , -C−2 , · · · ] = E-C+9 + Σ-.,9Σ
−1
..
(. − �.) =

Σ-.,9Σ
−1
..
.

且 Σ.. = �2
�

©­­­­­­­­­­­­«

3 2 1 0 · · · 0

2 3 2 1 · · · 0

1 2 3 2 · · · 0

0 1 2 3 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 · · · 0

ª®®®®®®®®®®®®¬
,
∑

-. = �2
�

©­­­­­­­­­­­­«

2 1 0 0 · · · 0

1 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 · · · 0

ª®®®®®®®®®®®®¬
将 Σ.. ,Σ-. , .代入即可求得条件期望

EC-C+9 =


Σ-.,9Σ

−1
..
. , 9 ≤ 2

0 , 9 > 2

则当 j=1时, -C+1 与 -C−2 , · · · 独立

EC-C+1 = �2
�

(
2 1

) �2
�
©­«
3 2

2 3
ª®¬

−1 ©­«

-C

-C−1

ª®¬ = 4
5-C − 1

5-C−1
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当 j=2时,-C+2 与 -C−1 , · · · 独立, EC-C+2 = �2
�

1
3�2

�
-C =

1
3-C

当 j>2时, EC-C+9 = 0

2. (a) 又题易得,对于 AR(2)过程 -C = )1-C−1 + )2-C−2 + �C

-̂C+1|C = )1-C + )2-C−1

写为矩阵形式可得 ©­«
-̂C+1|C

-̂C |C

ª®¬ = ©­«
)1 )2

1 0
ª®¬ ©­«

-C |C

-C−1|C

ª®¬ = ©­«
)1 )2

1 0
ª®¬ ©­«

-C

-C−1

ª®¬
进而可得 ©­«

-̂C+9 |C

-̂C+9−1|C

ª®¬ = ©­«
)1 )2

1 0
ª®¬
9 ©­«

-C

-C−1

ª®¬
下求 ©­«

)1 )2

1 0
ª®¬
9

,令 Φ =
©­«
)1 )2

1 0
ª®¬

易得Φ的两个特征值为 �1 =
)1+

√
)2

1+4)2

2 ,�2 =
)1−

√
)2

1+4)2

2 且有 �1 +�2 = )1 ,−�1�2 =

)2

进而求得 Φ的 %Λ%−1 分解

Φ = −1
)2

√
)2

1+4)2

©­«
)2 )2√

)2
1+4)2−)1

2
−
√
)2

1+4)2−)1

2

ª®¬
©­­«
√
)2

1+4)2+)1

2 0

0
)1−

√
)2

1+4)2

2

ª®®¬
©­­«
−
√
)2

1+4)2−)1

2 −)2√
)2

1+4)2−)1

2 )2

ª®®¬
其中 % =

©­«
)2 )2√

)2
1+4)2−)1

2
−
√
)2

1+4)2−)1

2

ª®¬ ,Λ =
©­­«
√
)2

1+4)2+)1

2 0

0
)1−

√
)2

1+4)2

2

ª®®¬ ,
%−1 = −1

)2

√
)2

1+4)2

©­­«
−
√
)2

1+4)2−)1

2 −)2√
)2

1+4)2−)1

2 )2

ª®®¬
进而 Φ9 = %Λ9%−1 = 1

�2−�1

©­«
−� 9+1

1 + �
9+1
2 �

9+1
1 �2 − �1�

9+1
2

−� 9

1 + �
9

2 �
9

1�2 − �1�
9

2

ª®¬(省略计算过程)

因此,可得 -̂C+9 |C =
−� 9+1

1 +� 9+1
2

�2−�1
-C +

�
9+1
1 �2−�1�

9+1
2

�2−�1
-C−1

(b) 见 (a)

(c) 令 A = ©­«
)1 )2

1 0
ª®¬

可知其特征多项式为 �2 − �1� − �2 = 0,且根为 �1 =
1
/1
,�2 =

1
/2

由于 -C 是平稳时间序列，则根位于单位圆之外，即 |�1 |和 |�2 |均小于 1

将 A特征分解可得 � = �Λ�−1 且 Λ =
©­«
�1

�2

ª®¬
则 � 9 = (�Λ�−1)9 = �Λ9�−1

则 lim9→∞ � 9 = lim9→∞ �
©­«
�

9

1

�
9

2

ª®¬�−1 =
©­«
0 0

0 0
ª®¬
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此时有 lim9→∞
©­«
-̂C+9 |C

-̂C+9−1|C

ª®¬ = lim9→∞
©­«
)1 )2

1 0
ª®¬
9 ©­«

-C

-C−1

ª®¬ = ©­«
0 0

0 0
ª®¬

则 lim9→∞ -̂C+9 |C = 0

(d) 当 )1 = 1.7, )2 = −0.72时,� =
©­«
1.7 −0.72

1 0
ª®¬

此时 A的特征多项式为 �2 − 1.7� + 0.72 = 0,且根为 �1 = 0.8,�2 = 0.9

由此可求出 �1 ,�2 的特征向量分别为 )1 =
©­«
0.8

1
ª®¬ , )2 =

©­«
0.8

1
ª®¬

则 � =
©­«
0.8 0.9

1 1
ª®¬ ,Λ =

©­«
0.8

0.9
ª®¬

则 � = �Λ�−1 =
©­«
0.8 0.9

1 1
ª®¬ ©­«

0.8

0.9
ª®¬ ©­«

0.8 0.9

1 1
ª®¬
−1

且

©­«
-̂C+9 |C

-̂C+9−1|C

ª®¬ = � 9 ©­«
-C

-C−1

ª®¬
= �Λ9�−1 ©­«

-C

-C−1

ª®¬
=
©­«
0.8 0.9

1 1
ª®¬ ©­«

0.89

0.99

ª®¬ ©­«
0.8 0.9

1 1
ª®¬
−1 ©­«

-C

-C−1

ª®¬
故 -̂C+9 |C = 10(0.99+1 − 0.89+1)-C + (9 · 0.89+1 − 8 · 0.99+1)-C−1
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