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
∑l

j�1 a1 j c j1 +
∑m

j�1 b1 j d j1 · · · ∑l
j�1 a1 j c jn +

∑m
j�1 b1 j d jn

...
. . .

...∑l
j�1 ak j c j1 +

∑m
j�1 bk j d j1 · · · ∑l

j�1 ak j c jn +
∑m

j�1 bk j d jn
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j�1 a1 j c j1 · · · ∑l
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. . .

...∑l
j�1 ak j c j1 · · · ∑l

j�1 ak j c jn
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+


∑m

j�1 b1 j d j1 · · · ∑m
j�1 b1 j d jn

...
. . .

...∑m
j�1 bk j d j1 · · · ∑m

j�1 bk j d jn
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� AC + BD

2. (a)

Y �


Xp+1
...

XT


,X �


Xp · · · X1
...

. . .
...

XT−1 · · · XT−p
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则：

1
T

X ËX �
1
T


Xp · · · XT−1
...
. . .

...

X1 · · · XT−p
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
∑T−1

t�p Xt Xt · · · ∑T−p
t�1 Xt+p−1Xt

...
. . .

...∑T−p
t�1 Xt Xt+p−1 · · · ∑T−p

t�1 Xt Xt


由于 X Ë是平稳的，且 E(Xt) � 0，根据大数定律

1
T

T∑
t�1

Xt Xt−k
a.s .−→ σ2(k)

因此

1
T

X ËX
a.s .−→
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σ2

X(0) · · · σ2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ2
X(p − 1) · · · σ2

X(0)
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同理

1
T

X ËY �
1
T


Xp · · · XT−1
...
. . .

...

X1 · · · XT−p
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1
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
∑T−p

t�1 Xt+p−1Xt+p

...∑T−p
t�1 Xt Xt+p
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a.s .−→


σ2

X(1)
...

σ2
X(p)
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故 AR(p)平稳自回归过程的 OLS估计

β̂ � (X ËX)−1X ËY � ( 1
T

X ËX)−1 1
T

X ËY

a.s .−→


σ2

X(0) · · · σ2
X(p − 1)
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σ2

X(1)
...

σ2
X(p)
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(b)

Xt � ϕ0 + ϕ1Xt−1 + ϵtϕ0 , 0p � 1

此时有

X �


1 X1
...

...

1 XT−1


Φ �


ϕ2

ϕ1

 ,Y �


X2
...

XT
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故

ϕ̂ � (X ËX)−1X ËY
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1 X1
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...
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
T − 1

∑T−1
t�1 Xt∑T−1

t�1 Xt
∑T−1

t�1 Xt Xt
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1
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∑T

t�2 Xt∑T−1
t�1 Xt Xt+1
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a.s .−→


1 µX

µX σ2
X(0) + µ2

X


−1 

µX

σ2
X(1) + µ2

X


此时，ϕ̂的极限不具有 Yule-Walker方程形式

(c)

Xt � ϕ0 +

p∑
i�1

ϕiXt−i + ϵt

��ϕ1
�� < 1

等式两边同时乘以 Xt−1 并取期望可得

E(Xt Xt−1) � E(ϕ0Xt−1) +
p∑

i�1

E(ϕiXt−iXt)

由于 EXt , 0EXt �
ϕ2

0
1−∑ϕi

知

σ2(1) +
ϕ2

0

(1 −∑
ϕi)2

�
ϕ2

0

1 −∑
ϕi

+

p∑
i�1

ϕi

[
σ2(i − 1) +

ϕ2
0

1 −∑
ϕ2

i

]
化简得

σ2(1) �
p∑

i�1

ϕiσ
2(i − 1)

故同理可得出 
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X(1)
...

σ2
X(p)
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ϕ1
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ϕp
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σ2

X(0) · · · σ2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ2
X(p − 1) · · · σ2

X(0)
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(d) 由 (b)得

ϕ̂ � (X ËX)−1X ËY

其中
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可知
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1 Xp · · · X1
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

T − p
∑T−1

t�p Xt · · · ∑T−p
t�1 Xt∑T−1

t�p Xt
∑T−1

t�p Xt Xt · · · ∑T−p
t�1 Xt+p−1Xt

...
. . .

...∑T−p
t�1 Xt

∑T−p
t�1 Xt Xt+p−1 · · · ∑T−p

t�1 Xt Xt
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1 µX · · · µX

µX σ2
X(0) + µ2

X · · · σ2
X(p − 1) + µ2

X
...

... · · ·
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µX σ2
X(p − 1) + µ2

X · · · σ2
X(0) + µ2
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t�p+1 Xt∑T−p
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...∑T−p
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µX

σ2
X(1) + µ2
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X(p) + µ2
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故

ϕ̂ � (X ËX)−1X ËY

a.s .−→



1 µX · · · µX

µX σ2
X(0) + µ2

X · · · σ2
X(p − 1) + µ2

X
...

... · · ·
...

µX σ2
X(p − 1) + µ2

X · · · σ2
X(0) + µ2

X
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−1 

µX

σ2
X(1) + µ2

X
...

σ2
X(p) + µ2

X


此时回归系数向量 ϕ的 OLS估计值不等于 (c)中的 Yule-Walker方程

3. (a) i.

PXξ � X(X ËX)−1X ËXa

� XIa

� Xa

� ξ
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ii.

(Xa)Ë(I − PX)ζ � aËX Ë(ζ − X(X ËX)−1X Ëζ)

� aËX Ëζ − aËX ËX(X ËX)−1X Ëζ

� aËX Ëζ − aËX ËIζ

� 0

(b) i. 由 OLS估计系数表达式可知，Y 对W 回归的系数为W (W ËW )−1W ËY，而 Z

对W 回归的系数为W (W ËW )−1W ËZ，故两组回归对应的残差向量分别为

(I − W (W ËW )−1W Ë)Y � (I − PW )Y � Ỹ

(I − W (W ËW )−1W Ë)Z � (I − PW )Z � Z̃

ii. 由 ê � I − X(X ËX)−1X ËY � (I − PX)Y，由 (a)的结论可得 ê 与 X 的每个列向量

相互垂直，故垂直于 Z与W。

iii. PW ê � W (W ËX)−1W Ë ê，由 iii可知W Ëe � 0，故得所证。

iv. 证法 1：只需要说明 δ̂正好满足回归 Ỹ � Z̃δ + u 的 OLS系数估计所需满足的

一阶条件 Z̃ËỸ − Z̃ËZ̃δ � 0。为此，首先注意到 ê � Y − X β̂ � Y − Zδ̂ − W θ̂，

两端同时乘以 I − PW 可得

(I − PW )ê � (I − PW )Y − (I − PW )Zδ̂ − (I − PW )W θ̂

由 i–iii结论可知，上式可以进一步写为

ê � Ỹ + Z̃δ̂

再在两端乘以 Z̃Ë可得

0 � Z̃ê � Z̃ËỸ + Z̃ËZ̃δ̂

即得所证。

证法 2：模型 (1)的 OLS估计

β̂ � (X ËX)−1X ËY

�


ZËZ ZËW

W ËZ W ËW


−1 

ZËY

W ËY


由分块矩阵的求逆公式

A B

C D


−1

�


(A − BD−1C)−1 (A − BD−1C)−1BD−1

· · · · · ·


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得

δ̂ � (ZËZ − ZËW (W ËW )−1W ËZ)−1ZËY − (ZËZ

− ZËW (W ËW )−1W ËZ)−1ZËW (W ËW )−1W ËY

� (ZË(I − PW )Z)−1ZË(I − PW )Y

考虑 Ỹ 对 Z̃的回归 Ỹ � Z̃δ + u，系数的 OLS估计为

δ̃ � (Z̃ËZ̃)−1Z̃Ỹ

� ZË(I − PW )Ë(I − PW )Z)−1ZË(I − PW )Ë(I − PW )Y

� (ZË(I − PW )Z)−1ZË(I − PW )Y

� δ̂
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