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本讲内容

1 ARMA过程的性质

2 AR过程的矩估计
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ARMA过程的性质

本节内容

1 ARMA过程的性质

2 AR过程的矩估计
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ARMA过程的性质

MA过程的无条件矩 (unconditional moments)

给定MA(q)过程

Xt � µ + θ0εt + · · · + θqεt−q

其期望为 EXt � µ

方差为 varXt � σ2
X � σ2

ε
∑q

j�0 θ
2
j

自协方差为

σ2
X(k) �


σ2
ε
∑q−k

j�0 θjθj+k , k � 0, . . . , q

0, k > q
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ARMA过程的性质

AR(1)过程的无条件矩

给定 AR(1)过程

Xt � µ + ϕXt−1 + εt , |ϕ | < 1

其期望为 EXt �
µ

1−ϕ

方差为 varXt � σ2
X �

σ2
ε

1−ϕ2

自协方差为

σ2
X(k) � ϕk σ2

ε

1 − ϕ2

自相关系数为 ρX(k) � ϕk
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ARMA过程的性质

AR(1)过程自协方差
计算可知，对平稳 AR(1)过程有

σ2
X(k) � ϕk σ2

ε

1 − ϕ2

由此，可将高阶自协方差写为

σ2
X(k) � ϕkσ2

X(0)

另一种写法：首先注意到 E[εt Xt−1]，且

Xt Xt−1 � ϕX2
t−1 + εt Xt−1

⇒ E[Xt Xt−1] � ϕE[X2
t−1] + E[εt Xt−1] ⇒ σ2

X(1) � ϕσ2
X(0)

Xt Xt−(k+1) � ϕXt−1Xt−(k+1) + εt Xt−(k+1)

⇒ σ2
X(k + 1) � ϕσ2

X(k)
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ARMA过程的性质

AR(p)过程的无条件矩

给定平稳 AR(p)过程

Xt � µ +

p∑
i�1
ϕiXt−i + εt ,

即特征多项式 A(z) � 1 −∑p
i�1 ϕi z i 满足零点 {z1 , . . . , zp}在

单位圆外

其期望为 EXt �
µ

A(1)

方差及自协方差的一般表达式要复杂一些
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ARMA过程的性质

AR(2)过程的例子

给定平稳 AR(2)过程 Xt � ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + εt，特征多项

式 A(z) � 1 − ϕ1z − ϕ2z2的两个零点均位于单位圆之外

两端分别乘以 Xt−1 , Xt−2可得

σ2
X(1) � ϕ1σ

2
X(0) + ϕ2σ

2
X(1)

σ2
X(2) � ϕ1σ

2
X(1) + ϕ2σ

2
X(0)

两端乘以 Xt，注意到 cov(Xt , εt) � σ2
ε，可得

σ2
X(0) � ϕ1σ

2
X(1) + ϕ2σ

2
X(2) + σ2

ε
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ARMA过程的性质

AR(2)过程的例子

上述 3个方程，可以看做是 σ2
X(k), k � 1, . . . , 3的线性方程

组 
ϕ1 ϕ2 − 1 0
ϕ2 ϕ1 −1
1 −ϕ1 −ϕ2



σ2

X(0)
σ2

X(1)
σ2

X(2)

 �


0
0
σ2
ε


求解上述方程，可得到 σ2

X(k), k � 1, . . . , 3的表达式
思考：平稳性与上述方程系数矩阵的可逆性有什么关系？

使用 Cramer法则，可直接写出系数矩阵Φ的逆：

Φ−1
�

1
detΦΦ

∗ ,

其中Φ∗为Φ的伴随矩阵
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ARMA过程的性质

AR(2)过程的例子

给定 σ2
X(k), k � 1, . . . , 3，可以递归计算平稳 AR(2)过程的

任意阶自协方差 σ2
X(k)

在 Xt+k � ϕ1Xt+k−1 + ϕ2Xt+k−2 + εt+k , k ≥ 2两端分别乘以
Xt 可得

σ2
X(k) � ϕ1σ

2
X(k − 1) + ϕ2σ

2
X(k − 2),

进一步可写为[
σ2

X(k)
σ2

X(k − 1)

]
�

[
ϕ1 ϕ2

1 0

] [
σ2

X(k − 1)
σ2

X(k − 2)

]
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ARMA过程的性质

Yule-Walker方程

给定平稳 AR(p)过程 Xt �
∑p

i�1 ϕiXt−i + εt，特征多项式

A(z) � 1 −∑p
i�1 ϕi z i 的 p个零点均位于单位圆之外

两端依次乘以 Xt−1 , . . . ,Xt−p，可得
σ2

X(1)
...

σ2
X(p)

 �

σ2

X(0) · · · σ2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ2
X(p − 1) · · · σ2

X(0)



ϕ1
...

ϕp


两端乘以 Xt 可得：

σ2
X(0) �

p∑
i�1
ϕiσ

2
X(i) + σ2

ε

上述两组方程，称为 Yule-Walker方程
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AR过程的矩估计

本节内容

1 ARMA过程的性质

2 AR过程的矩估计
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AR过程的矩估计

AR(1)的估计：自回归系数

假设数据（观测值）序列 {Xt}T
t�1满足一个 AR(1)过程

Xt � ϕXt−1 + εt，但参数 ϕ, σε 未知

这个 AR(1)过程就是 {Xt}的 DGP

问题：如何估计 ϕ以及 σε？

联想 AR(1)的 Yule-Walker方程 ϕ � σ2
X(1)/σ2

X(0)，可以得
到一个 ϕ的一个估计值

ϕ̂ �
σ̂2

X(1)
σ̂2

X(0)

其中，σ̂2
X(1), σ̂2

X(0)分别为 {Xt}的 1-阶样本自协方差与样本
方差；后两者的一致性保证了 ϕ̂的一致性
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AR过程的矩估计

AR(1)的估计：冲击项方差

暂时回归 σ2
ε 的估计问题

利用大数律，自然的想法是利用样本方差 σ̂2
ε �

1
T
∑T

t�1 ε
2
t 来

估计 σ2
ε；但唯一的观测值为 {Xt}，而非 {εt}

但是，若有一致估计量 ϕ̂T，则大样本下

et � Xt − ϕ̂T Xt−1
a.s.→ Xt − ϕXt−1 � εt

因此，可利用冲击项 εt 的样本估计值 et 来估计 σ2
ε:

σ̂2
e �

1
T − 1

T∑
t�2

e2
t �

1
T − 1

T∑
t�2

(Xt − ϕ̂T Xt−1)2
a.s.→ σ2

ε
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AR过程的矩估计

AR(p)的估计：自回归系数

假设数据（观测值）序列 {Xt}T
t�1满足一个 AR(p)过程

Xt �
∑p

i�1 ϕiXt−i + εt，但参数 ϕ1 , . . . , ϕp , σε 未知

类似于 AR(1)，如果有 ϕi 的一致估计 ϕ̂i，则可计算样本冲

击 et，从而用 σ̂2
e （一致）估计 σ

2
ε

从 Yule-Walker方程出发，可以得到
ϕ1
...

ϕp

 �

σ2

X(0) · · · σ2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ2
X(p − 1) · · · σ2

X(0)


−1 
σ2

X(1)
...

σ2
X(p)
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AR过程的矩估计

AR(p)自回归系数的 Yule-Walker估计

给定样本 T 足够大，则样本自协方差是对 Xt 总体自协方差

的一致估计

在 Yule-Walker方程中应用样本自协方差，则可以得到
ϕ1 , . . . , ϕp 的一致估计

ϕ̂1
...

ϕ̂p

 �

σ̂2

X(0) · · · σ̂2
X(p − 1)

...
. . .

...

σ̂2
X(p − 1) · · · σ̂2

X(0)


−1 
σ̂2

X(1)
...

σ̂2
X(p)
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