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本讲内容

1 概率基础

2 统计基础
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符号体系

数字：a , b , c 或 α, β, γ

数系：实数 R，有理数 Q，整数 Z，自然数N

向量-矩阵：列向量 x，矩阵 X，转置 xË ,XË，行列式 det X

集合：简单情形时，如 A, B；多类符号混用时，如 A,B

集合运算：交 A ∩ B，并 A ∪ B，补 Ac，空集 �
函数： f (·), F(·)或 Φ(·)
概率算符：概率 P，期望 E，方差 var，协方差 cov

一般算符：如滞后算符L

数学表达：任意 ∀，存在 ∃，属于 ∈，包含于 ⊂
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概率基础 概率空间

本节内容

1 概率基础

概率空间

1-元随机变量
多元随机变量

独立性

2 统计基础
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概率基础 概率空间

概率空间：样本空间

概率空间 (probability space)，即三元组 (Ω,F,P)
1 Ω：样本空间 (sample space)，一个集合，其元素为各种可
能发生的随机状况

如抛硬币，Ω � {H, T}，正面、反面；又如 GDP增速（百分
比），Ω � [−100,∞)
样本空间中的点一般记做 ω ∈ Ω，称为样本点 (sample
point)或随机元 (random point)
从经济、金融角度看，ω称为状态 (state)，Ω称为状态空间
(state space)更合适
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概率基础 概率空间

概率空间：事件域

2 F：事件域 (event field)，是 Ω的部分或全部子集的集合；
每个这样的子集表示一个随机事件 (event)

抛硬币，F � {�, {H}, {T}, {H, T}}
GDP增速，F � {Ω中的开、闭区间及其交、并、补集}；具
体例子：高增长事件 � {ω > 8}，低增长事件 � {0 ≤ ω < 6}，
适度增长 � {6 ≤ ω ≤ 8}

注 数学上，事件域 F称为 σ-域，满足下列要求
�,Ω ∈ F

∀A ∈ F，Ac ∈ F

∀{Ai}∞i�1 ⊂ F，
∪∞

i�1 Ai ∈ F
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概率基础 概率空间

事件域：集合运算的涵义

事件域 F是集合——随机事件——的集合

并集：给定 A, B ∈ F，A ∪ B表示事件 A或 B至少发生其一
的事件

高增长事件 ∪低增长事件 = {ω ≥ 6}，表示 GDP增速处于适
度或高增速状态

交集：A ∩ B表示事件 A和 B同时发生的事件

补集：Ac 表示事件 A没有发生

练习 解释 A ∩ (B ∪ C) � (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)和
A ∪ (B ∩ C) � (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)的涵义
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概率基础 概率空间

概率空间：概率测度

3 P：概率测度 (probability measure)，简称概率；给出事件
域 F中每个事件的可能性大小；可看做函数 P : F → [0, 1]，
满足两条性质

P(�) � 0,P(Ω) � 1
给定 {Ai}∞i�1 ⊂ F，且 Ai ∩ A j � � ∀i , j � 1, . . . ,∞，则

P

( ∞∪
i�1

Ai

)
�

∞∑
i�1
P(Ai).

这一性质又称概率测度的可数可加性 (countably additive)

练习 考虑 Ω � [0, 1]，F为其所有区间及其可数并、补集的集合，

令 µ : F → [0, 1]为 F上的函数，取值为 µ([a , b]) � (b − a)2，
∀0 ≤ a < b ≤ 1。请问 µ是概率测度吗？
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概率基础 1-元随机变量

随机变量：定义

给定概率空间 (Ω,F,P)
随机变量 (random variable, r.v.) X 是从 Ω到实数的一个函
数，X : Ω→ R ∪ {±∞}

R ∪ {±∞}表示随机变量可以取值正负无穷；但后续不考虑
抛硬币示例：ω � H, T，定义 X(H) � 0,X(T) � 1，则 X 的
0-1取值反映正负面
GDP增速示例：ω ∈ [−100,∞)，定义 X(ω) � ω，则 ω即表
示状态又表示 GDP增速随机变量的取值

这个函数需要满足可测 (measurable)的要求：

{ω : X(ω) ≤ x}︸             ︷︷             ︸
事件

∈ F, ∀x ∈ R

练习 上面两个例子满足可测性吗？
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概率基础 1-元随机变量

随机变量：分布函数

给定概率空间 (Ω,F,P)及其上的一个随机变量 X

根据定义，∀x ∈ R，事件 {ω : X(ω) ≤ x} ∈ F，故 P可给出

该事件的概率

∀x ∈ R，称
F(x) � P({ω : X(ω) ≤ x})

为 X 的累计分布函数 (cumulative distribution function,
CDF)，简称为分布函数

{ω : X(ω) ≤ x}一般简记为 {X ≤ x}
分布函数单调递增：∀x , y ∈ R，若 x < y，则 F(x) ≤ F(y)

F可能出现跳跃；但利用概率 P的可数可加性，可说明 F右
连续、左极限存在（稍微复杂些的练习）

分布函数左 0右 1：limx→−∞ F(x) � 0, limx→∞ F(x) � 1
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概率基础 1-元随机变量

随机变量：离散型

给定概率空间 (Ω,F,P)及其上的一个随机变量 X

如果 X 取值是离散的 (discrete)，如抛硬币中 X � 0, 1，则
称 X 为离散型 r.v.；X 的取值集合可以有限，也可以是可数
集（无穷）

若 X 取值集合为 {x1 , x2 , . . .} ⊂ R，则其分布函数 F是一个
阶梯函数，在 xi 处往上跳跃

此时，通常用 pi � P(X � xi) � F(xi) − F(xi−)表示 X 的分
布；F(xi−) � limx↑xi F(x)表示左极限

除此之外，X 取值可以是连续的 (continuous)，如 GDP增
速；或更一般的离散、连续混合
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概率基础 1-元随机变量

随机变量：连续型

给定概率空间 (Ω,F,P)及其上的一个随机变量 X

一般来说，当 X 取值连续时，其分布函数也可以有跳跃
高速公路上汽车行使速度的分布在限速位置就有跳跃——很

多汽车保持在限速，但也有部分超过或者低于限速

一类特别的连续取值 r.v.：X称为连续型 r.v.，如果其分布函
数 F可写为另一个非负函数 f 的积分

F(x) �
∫ x

−∞
f (y)dy

此时称 f 为 X 的密度函数 (density function, DF)
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概率基础 1-元随机变量

随机变量：密度函数与分布函数

给定概率空间 (Ω,F,P)上的连续型 r.v. X，CDF F，DF f

此时 F一定是连续函数

在非精确意义下， f (x) � F′(x)
F不一定是处处可微，但一定是“几乎”处处可微

∀a < b，

P(a ≤ X ≤ b) � F(b) − F(a) �
∫ b

a
f (y)dy

特别的，1 � P(Ω) � P(−∞ ≤ X ≤ ∞) �
∫ ∞
−∞ f (y)dy

练习 继续第 8页练习中的 Ω,F，令 P([a , b]) � b2 − a2，说明 P

是概率测度；并定义 X(ω) � ω ∈ Ω，求 X 的 CDF及 DF
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概率基础 1-元随机变量

1-元随机变量：常见分布

很多情况下，有了 r.v.的 CDF或 DF后，我们不必再关心
(Ω,F,P)本身；r.v.的概率/统计信息都在分布中

典型离散分布——r.v. X，取值集合记为 V

两点分布，又称 Bernoulli分布：V � {0, 1}，P(X � 0) � p
二项式分布：V � {0, 1, . . . , n}，P(X � i) �

(n
i

)
p i(1 − p)n−i，(n

i

)
�

i!(n−i)!
n! ，p ∈ (0, 1)

Poisson分布：V �N ≡ {0, 1, . . .}，P(X � i) � λi e−λ
i! ，λ > 0

典型连续分布

均匀分布 U([a , b])：V � [a , b]， f (x) � 1
b−a

正态分布 N(µ, σ2)：V � R， f (x) � 1√
2πσ2 exp

[
−(x−µ)2

2σ2

]
指数分布 exp(λ)：V � R+ ≡ [0,∞)， f (x) � λe−λx，λ > 0
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概率基础 1-元随机变量

1-元随机变量：矩
给定 r.v. X 及其 CDF F

∀α ∈ R，定义 X 的 α-阶矩 (moment)：

E[Xα] �
∫

xαdF(x)

积分限由 X 的取值范围 V决定

注 上面的积分可理解为 Riemann-Stieltjes积分
与 1(x)为被积函数的 Riemann积分定义中对 x进行分划，
令 ∆xk � xk − xk−1 → 0，取离散和

∑
k 1(xk)∆xk 极限类似，

此处对
∑

k 1(xk)∆F(xk) �
∑

k 1(xk)[F(xk) − F(xk−1)]取极限
对离散型 r.v.，上述积分自然转化为离散和

∑
i xαi pi

对连续型 r.v.，形式上 dF(x) � f (x)dx，上述积分化为常规
Riemann积分形式

∫
xα f (x)dx
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概率基础 1-元随机变量

1-元随机变量：期望与方差

X 的 1-阶矩称为 X 的期望 (expectation)，记做 EX 或 µX

X 的方差 (variance)定义为

var(X) � E[(X − EX)2]

又称为 2-阶中心矩

练习 证明 var(X) � E[X2] − (EX)2

X 的标准差 (standard deviation)定义为 σX �
√

var(X)
练习 计算上述 6个典型分布的期望、方差和标准差
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概率基础 多元随机变量

多元随机变量：联合分布

给定 (Ω,F,P)及其上定义的 n个 r.v. X1 , . . . ,Xn

多元随机事件：{X1 ≤ x1 , . . . ,Xn ≤ xn}表示
{X1 ≤ x1}, . . . , {Xn ≤ xn} n个事件同时发生，即

{X1 ≤ x1 , . . . ,Xn ≤ xn} �
∩

1≤i≤n

{Xi ≤ xi} ∈ F

∀x1 , . . . , xn ∈ R，X1 , . . . ,Xn 的联合累积分布函数 (joint
CDF)定义为

F(x1 , . . . , xn) � P(X1 ≤ x1 , . . . ,Xn ≤ xn)

简称为联合分布 (joint distribution)
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概率基础 多元随机变量

多元随机变量：离散型

给定 n个 r.v. X1 , . . . ,Xn

离散型：∀i，Xi 为离散取值；此时 X1 , . . . ,Xn 的联合分布

就是一个 n-维数组 {pi1 ,...,in }，其中

pi1 ,...,in � P(X1 � xi1 , . . . ,Xn � xin )

xik 表示 Xk 的第 ik 个取值

注意和联合累计分布之间概念上的差别

2-元离散随机变量 X,Y对应的分布可表示为一个矩阵 [pi j]，
其中 pi j � P(X � xi ,Y � y j)
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概率基础 多元随机变量

多元随机变量：连续型

给定 n个 r.v. X1 , . . . ,Xn

连续型：此时联合分布可以写为非负函数 f (y1 , . . . , yn)的
多元积分

F(x1 , . . . , xn) �
∫ x1

−∞
· · ·

∫ xn

−∞
f (y1 , . . . , yn)dy1 · · · dyn

f 称为 X1 , . . . ,Xn 的联合密度函数 (joint DF)

与 1-元情形类似，非精确意义下

f (x1 , . . . , xn) �
∂nF(x1 , . . . , xn)
∂x1 · · · ∂xn
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概率基础 多元随机变量

多元随机变量：边缘分布

给定 n个 r.v. X1 , . . . ,Xn 及联合分布 F

Xi 的边缘分布 Fi(xi)仍然定义为 P(Xi ≤ xi)，其与联合分布
的联系为

Fi(xi) � P({Xi ≤ xi} ∩Ω ∩ · · · ∩Ω)

� P
(
{Xi ≤ xi} ∩

∩
j,i{X j ≤ ∞}

)
� P(X1 ≤ ∞, . . . ,Xi ≤ xi , . . . ,Xn ≤ ∞)
� F(∞, . . . , xi , . . . ,∞)

练习 对 2-元离散 r.v. X,Y及联合分布 pi j，将 X的边缘分布 pi 写

为 pi j 的求和形式

练习 对 2-元连续 r.v. X,Y及联合密度 f (x , y)，将 X 的边缘分布
FX 写为 f 的 2-元积分形式
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概率基础 多元随机变量

多元随机变量：混合矩

给定 n个 r.v. X1 , . . . ,Xn 及联合分布 F

∀α1 , . . . , αn ∈ R，令 α � [α1 , . . . , αn]，则 X1 , . . . ,Xn 的混

合 α-阶矩定义为

E[Xα1
1 · · · Xαn

n ] �
∫

xα1
1 · · · xαn

n dF(x1 , . . . , xn)

此处亦可理解为多元 Riemann-Stieltjes积分

注 1-元情形下，dF(x)对应离散和中的项为
F(x + ∆x) − F(x) � P(X ∈ [x , x + ∆x])，即 X 处于 x 附近的
概率；多元情形下，dF(x1 , . . . , xn)表示 X1 , . . . ,Xn 处于

(x1 , . . . , xn)附近的概率
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概率基础 多元随机变量

多元随机变量：离散/连续型分布下的混合矩

离散情形：混合矩可写为多重求和

E[Xα1
1 · · · Xαn

n ] �
∑

i1

· · ·
∑

in

xα1
i1

· · · xαn
in

pi1 ,...,in

连续情形：混合矩可写为多重积分

E[Xα1
1 · · · Xαn

n ] �
∫

· · ·
∫

xα1
1 · · · xαn

n f (x1 , . . . , xn)dx1 · · · dxn

一般的多元 r.v.混合矩用处有限；重要的是 2-元随机变量的
混合 2-阶矩
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概率基础 多元随机变量

2-元随机变量：协方差及相关系数

给定 r.v. X,Y及其联合分布 F(x , y)
X,Y的混合 2-阶矩 (cross moment)定义为

E[XY] �
∫

x ydF(x , y)

X,Y的协方差 (covariance)定义为

cov(X,Y) � E[(X − EX)(Y − EY)]

练习 证明 cov(X,Y) � E[XY] − EXEY

X,Y的相关系数 (correlation)定义为 ρXY �
cov(X,Y)
σXσY
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概率基础 多元随机变量

随机向量：均值

将 r.v. X1 , . . . ,Xn 列为一个列向量 X � [X1 , . . . ,Xn]Ë

该向量称为随机向量 (random vector)

以 EX 表示各分量的期望组成的列向量

µX ≡ EX �


EX1
...

EXn


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概率基础 多元随机变量

随机向量：协方差矩阵

矩阵

ΣX �


cov(X1 ,X1) · · · cov(X1 ,Xn)

...
. . .

...

cov(Xn ,X1) · · · cov(Xn ,Xn)


称为 X 的协方差矩阵 (covariance matrix)

注意区分矩阵 Σ与求和号
∑

多元正态分布：X � [X1 , . . . ,Xn] ∼ N(µX ,ΣX )，令
x � [x1 , . . . , xn]Ë，其密度函数为

f (x) � 1√
2π detΣX

exp
{
− 1

2
(x − µX )ËΣ−1

X (x − µX )
}
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概率基础 多元随机变量

随机向量：协方差矩阵的简化表示

由定义 cov(Xi ,X j) � E[(Xi − EXi)(X j − EX j)]，可将 ΣX 改写为

ΣX � E


(X1 − EX1)(X1 − EX1) · · · (X1 − EX1)(Xn − EXn)

...
. . .

...

(Xn − EXn)(X1 − EX1) · · · (Xn − EXn)(Xn − EXn)


� E


X1 − EX1
...

Xn − EXn


[
X1 − EX1 · · · Xn − EXn

]
� E

[
(X − µX )(X − µX )Ë

]
� E[XXË] − µXµËX
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概率基础 多元随机变量

随机向量：线性变换

给定 n-维随机向量 X � [X1 , . . . ,Xn]Ë和 m × n 常数矩阵 A

Y � AX 是一个 m-维随机向量

Y 的期望是 X 的线性变换

µY � EY � EAX � AEX � AµX

Y 的协方差矩阵 ΣY 可写为

ΣY � E[YY Ë] − µYµËY

� E[AXXËAË] − AµXµËX AË

� A
(
E[XXË] − µXµËX

)
AË

� AΣX AË
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概率基础 独立性

随机变量独立性：定义

给定 (Ω,F,P)，两个事件 A, B ∈ F若满足

P(A ∩ B) � P(A)P(B)

则称为独立 (independent)事件

给定 (Ω,F,P)上的两个 r.v. X,Y，若 ∀x , y ∈ R 满足

P(X ≤ x ,Y ≤ y) � P(X ≤ x)P(Y ≤ y)

则称两个 r.v.相互独立

若 X,Y相互独立，则其联合分布 F为两个边缘分布 FX , FY

的乘积

F(x , y) � FX(x)FY(y)
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概率基础 独立性

随机变量独立性：性质

给定两个独立的 r.v. X,Y

f , 1 : R → R 为两个函数，则 f (X), 1(Y)相互独立
严格说，需要 f , 1 满足可测性条件

乘积的期望等于期望的乘积

E[XY] �
∫

x ydF(x , y) �
∫

x ydFX(x)dFY(y) � EXEY

协方差为 0，

cov(X,Y) � E[XY] − EXEY � 0

故相关系数为 0
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概率基础 独立性

随机变量独立性：多元一般情形

给定 r.v. X1 , . . . ,Xn

若 ∀x1 , . . . , xn ∈ R，满足

P(X1 ≤ x1 , . . . ,Xn ≤ xn) �
n∏

i�1
P(Xi ≤ xi)

则称 X1 , . . . ,Xn 相互独立

若 X1 , . . . ,Xn 相互独立，则 f1(X1), . . . , fn(Xn)相互独立，

E[X1 · · · Xn] �
∫

x1 · · · xndF(x1 , . . . , xn)

�

∫
x1 · · · xndF(x1) · · · dF(xn) � EX1 · · ·EXn
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统计基础

本节内容

1 概率基础

2 统计基础
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统计基础

统计基础

后续随堂补充
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