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动态随机一般均衡模型的基本框架

一个最简单的例子

时间：𝑡 = 0, 1

𝑡 = 0时，经济处于一个确定的初始状态 𝑠0

𝑡 = 1时，经济可以处于两个状态：𝑠1 ∈ 𝑆1 = {𝑠, 𝑠′}
𝑠1 = 𝑠 或 𝑠′会随机的发生，如天晴或者下雨

𝑆1称为 𝑡 = 1时的状态空间

简单地，可取 𝑆1 = {1, 2}，称为典范状态空间
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动态随机一般均衡模型的基本框架

一般的描述：有限时间、有限状态

时间：𝑡 = 0, . . . , 𝑇

𝑡 = 0时，𝑠0 ∈ 𝑆0 = 𝑆0 = {1}
𝑡 > 0时，𝑠𝑡 ∈ 𝑆𝑡 = {1, . . . , 𝑆𝑡}；𝑆𝑡 也表示状态的数量
为前后一致，补充定义 𝑆0 = 1

称 𝑠𝑡 = (𝑠0 , . . . , 𝑠𝑡) ∈ 𝑆𝑡 = 𝑆0 × · · · × 𝑆𝑡 为时间 𝑡 的一条路径，也称为时间 𝑡 的一

个事件；𝑆𝑡 称为时间 𝑡 的事件集

所有事件的集合 𝑆 = 𝑆0 ∪ · · · ∪ 𝑆𝑇 称为时间-事件集，有一个“树”的结构

时间-事件集确定了经济的所有动态、随机性
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动态随机一般均衡模型的基本框架

几个注释

Kreps书的第 16章给出了另外一种描述方法；直接给出经济所有可能事件和时
间-事件“树”

到目前为止，没有指定时间-事件域上的概率结构
——可以把样本空间 Ω定义为时间-事件集 (事件树)𝑆，再用 𝑆𝑡 的幂集 (子集的
集合) S𝑡 定义 𝑡 时为止的事件 𝜎-域，S = ∪𝑡S𝑡 为总 𝜎-域，最后定义S上的概

率 𝑃，则 (𝑆, {S𝑡}𝑡 , 𝑃)为事件树上的概率空间
所有上面的描述方法都可以推广到可数/连续时间和可数/连续状态
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动态随机一般均衡模型的基本框架

经济参与者的信息结构

时间-事件集给出了经济信息结构的基础

但我们还需要指定经济中各个参与者所具有的信息结构

在这一讲和下一讲中，我们假设所有参与者都知道经济的时间-事件集；即所有
参与者信息完全对称

所有参与者的消费、生产活动都发生在各个事件中

事件集 𝑆中事件的总数记为 𝑆 = 1 + 𝑆1 + · · · + 𝑆1𝑆2 · · · 𝑆𝑇
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市场组织结构 静态市场

基本商品和事件依赖商品

基本商品

基本商品集合：𝐾 = {1, . . . , 𝐾}，由商品的内在性质界定
基本商品空间 𝑋 ⊂ R𝐾+

事件依赖商品 (event contingent commodity)

在事件 𝑠𝑡 中生产、消费的基本商品 𝑘 称作 𝑠𝑡-依赖商品 𝑘

𝑠𝑡-依赖商品 𝑘 的数量记作 𝑥𝑘(𝑠𝑡)
𝑠𝑡 中的一个消费束记为 𝑥(𝑠𝑡) = (𝑥𝑘(𝑠𝑡))𝑘∈𝐾
事件依赖商品空间记为 𝑋𝑆 ⊂ R𝐾𝑆+
此时消费者的偏好是定义在 𝑋𝑆 上

注：状态依赖商品一词并不很准确
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市场组织结构 静态市场

基本的市场组织结构：时间 0事件依赖商品市场

在 𝑡 = 0时设立中央市场，包含 𝐾𝑆个分市场，交易所有 𝐾𝑆个事件依赖商品

交易机制与经典的 ADM市场完全一致

交易价格记作 𝑝 = (𝑝𝑘(𝑠𝑡))𝑘∈𝐾,𝑠𝑡∈𝑆 ∈ R𝐾𝑆+ ，称作事件依赖商品价格系统
习惯上也称 𝑝为 Arrow-Debreu价格

在这种市场组织结构下，ADM一般均衡理论仍适用

真实商品的交割发生在各个事件中，实质是一种远期市场 (futures markets)

要恰当的定义生产集合变得比较复杂，但依然可行
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市场组织结构 动态市场

基本的市场组织结构：即期市场和证券市场

不同于 ADM 𝑡-0市场组织形式，可以设想商品交易是在各个 𝑠𝑡 分别发生

在每个事件中开放交易该事件依赖商品集合的市场称为即期市场 (spot
markets)

即期市场的交易机制与普通的 ADM市场一致

每个即期市场的价格系统记作 𝑟(𝑠𝑡) = (𝑟𝑘(𝑠𝑡))𝑘∈𝐾
但如果只有即期市场，那么消费者的会受到很大限制：

无法进行跨期 (intertemporal)配置，储蓄/借贷受限；
无法进行跨状态 (inter-state)配置，投资/保险受限

为此需要增加证券 (security)及相应的证券市场
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市场组织结构 动态市场

证券的基本结构

基本单位证券

基本单位证券：在 𝑠𝑡 合约双方约定，持有人于 𝑠𝑡+1 = (𝑠𝑡 , 𝑠𝑡+1)获得发行人一单
位 (？)支付

也称为 Arrow证券

更复杂的证券都可以分解为一系列基本单位证券的叠加

支付单位的确定

最大的问题是什么是 𝑠𝑡+1中的支付单位？

需要确定记账单位 (unit of account)和计价物 (numeraire)

实物证券：以某个基本商品 𝑘 为计价物，或者一个商品组合为计价物

名义证券：以某种名义记账单位为计价物
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市场组织结构 证券市场的结构

基本假设：两期的交换经济

基本商品空间 𝑋 = R𝐾+；𝑡 = 0, 1

不确定性只发生在 𝑡 = 1，𝑆 = {1, . . . , 𝑆}
家庭集合 𝐻 = {1, . . . , 𝐻}，{𝑈 ℎ , 𝑒 ℎ}ℎ∈𝐻；其中𝑈 ℎ : 𝑋𝑆+1 → R，
(𝑒 ℎ0 , 𝑒 ℎ𝑠 )𝑠∈𝑆 ∈ 𝑋𝑆+1

考虑动态市场交易结构 (dynamic market trading)：商品交易发生在事件依存
即期市场，并通过证券交易达到跨期、跨状态的资源配置
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市场组织结构 证券市场的结构

单一证券的定义

在动态随机一般均衡模型中，一只证券 (security)由其在各个随机事件中的支付
(payment)所界定

按照支付的形式，证券可以分为三类：

一般商品组合支付证券；

计价商品 (numeraire)支付证券；

名义计价单位 (nominal unit of account)支付证券

其中前两种合称为实际 (real)证券，后一种称为名义或金融 (financial)证券
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市场组织结构 证券市场的结构

单只证券的向量表达

一般商品组合证券

𝐴 = (𝑎1
1 , . . . , 𝑎

𝐾
1 , . . . , 𝑎

1
𝑠 , . . . , 𝑎

𝐾
𝑠 , . . . , 𝑎

1
𝑆 , . . . , 𝑎

𝐾
𝑆 ) ∈ R𝐾𝑆+ ,

𝑎𝑘𝑠 表示一单位证券在事件 𝑠 中支付的商品 𝑘 的数量

计价商品证券——选取商品 1为计价物

𝐴 = (𝑎1 , . . . , 𝑎𝑆) ∈ R𝑆+ ,
𝑎𝑠 表示在事件 𝑠 中支付的计价物 (商品 1)的数量
名义证券

𝐴 = (𝑎1 , . . . , 𝑎𝑆) ∈ R𝑆+ ,
𝑎𝑠 表示在事件 𝑠 中支付的名义计价物 (货币)的数量
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市场组织结构 证券市场的结构

证券交易市场

给定证券集合 𝑀 = {1, . . . , 𝑀}，每只证券记为 𝐴𝑚

所有证券在 𝑡 = 0的集中市场交易，遵循 ADM惯例

一个证券组合记为 𝑦 = (𝑦1 , . . . , 𝑦𝑀) ∈ R𝑀

一组证券价格记为 𝑞 = (𝑞1 , . . . , 𝑞𝑀) ∈ R𝑀+ ；通常选取与 𝑡 = 0即期市场相同的
计价单位

证券组合 𝑦在价格 𝑞 下的总价值为 𝑞 · 𝑦
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市场组织结构 证券市场的结构

证券支付矩阵

给定 𝑀 只证券 {𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀}，每个 𝐴𝑚 视为列向量

其在 𝑡 = 1的支付矩阵定义为 𝑀 列的矩阵 𝐴 = [𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀]
当 {𝐴𝑚}𝑚∈𝑀 是计价商品证券或名义证券时，

𝐴 = [𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀] =



𝑎11 · · · 𝑎1𝑚 · · · 𝑎1𝑀
...

. . .
...

. . .
...

𝑎𝑠1 · · · 𝑎𝑠𝑚 · · · 𝑎𝑠𝑀
...

. . .
...

. . .
...

𝑎𝑆1 · · · 𝑎𝑆𝑚 · · · 𝑎𝑆𝑀


是一个 𝑆 ×𝑀 的矩阵
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市场组织结构 证券市场的结构

证券组合支付的矩阵表达

以下我们只考虑计价商品证券和名义证券

给定证券支付矩阵 𝐴和证券组合 𝑦 (记为 𝑚 × 1的列向量)

组合 𝑦在 𝑡 = 1时的支付总额为 𝐴与 𝑦的矩阵乘积：

𝐴𝑦 =


∑
𝑚 𝑎1𝑚𝑦𝑚
...∑

𝑚 𝑎𝑆𝑚𝑦𝑚

 ,
其中

∑
𝑚 𝑎𝑠𝑚𝑦𝑚 表示事件 𝑠 中证券组合的支付总额

特别的，证券组合满足线性性：𝑦, 𝑦′为两个证券组合，𝛼, 𝛽 ∈ R，则组合
𝛼𝑦 + 𝛽𝑦′的总支付为 𝛼𝐴𝑦 + 𝛽𝐴𝑦′
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市场组织结构 证券市场的结构

线性独立证券

给定 𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀

若存在 𝑀 − 1个不全为零的实数 𝑦1 , . . . , 𝑦𝑚−1 , 𝑦𝑚+1 , . . . , 𝑦𝑀 使得

𝐴𝑚 = 𝑦1𝐴1 + · · · 𝑦𝑚−1𝐴𝑚−1 + 𝑦𝑚+1𝐴𝑚+1 + · · · + 𝑦𝑀𝐴𝑀 ,

则称 𝐴𝑚 为冗余证券

若给定的 𝑀 只证券 {𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀}中不存在冗余证券，则称其为线性独立证券
集合

线性代数的基础知识：给定 {𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀}，则其中线性无关的证券数量小于等
于min{𝑆, 𝑀}
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市场组织结构 证券市场的结构

证券市场的结构

不失一般性，假设 𝑡 = 0市场中交易的 𝑀 只证券 𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀 均相互线性独立，则

𝑀 ≤ 𝑆

若 𝑀 = 𝑆，则称该证券市场为完全市场 (complete market)

若 𝑀 < 𝑆，则称该证券市场为不完全市场 (incomplete market)

给定 𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀 相互线性独立，支付矩阵 𝐴的秩为 𝑀；完全市场对应于满秩

的方阵 𝐴
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市场组织结构 证券市场的结构

两类典型的证券市场

𝑀 = 𝑆，𝐴 = [𝐴1 , . . . , 𝐴𝑆] = 𝐼 为单位阵，即对任一 𝑠，

𝐴𝑠 = (0, . . . , 1
𝑠th
, . . . , 0)Ç ,

符号 Ç表示 (矩阵)转置；只在事件 𝑠 有单位支付的证券 𝐴𝑠 称为 Arrow证券，
或事件依存单位证券

完全市场的一个等价定义就是存在对应于所有事件 𝑠 的 Arrow证券

𝑀 = 1，𝐴 = 𝜄 = (1, . . . , 1)Ç全为 1；称为无风险证券
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理性预期均衡的概念
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理性预期均衡的概念

价格向量及预期

𝑡 = 0时即期市场的价格向量记作 𝑝0 ∈ R𝐾+
𝑡 = 1事件 𝑠 中即期市场的价格向量记作 𝑝𝑠 = (𝑝𝑠1 , . . . , 𝑝𝑠𝐾) ∈ R𝐾+
整个价格向量记作 𝑝 = (𝑝0 , 𝑝1 , . . . , 𝑝𝑆)
𝑡 = 0时，𝑡 = 1的即期市场还没开放交易，(𝑝𝑠)𝑠∈𝑆 是无法观测的！
因此，家庭 ℎ在 𝑡 = 0做消费决策时，必须形成对 𝑡 = 1时 𝑆个事件依赖市场中

通行价格系统的预期

(𝑝𝑠)𝑠∈𝑆 只是价格 (系统)的预期 (expectation)
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理性预期均衡的概念

分期、分事件的预算约束

一个消费计划可以表示为 𝑥 = (𝑥0 , (𝑥𝑠)𝑠∈𝑆) ∈ R𝐾(𝑆+1)
+

给定一组证券 𝐴 = [𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀]，证券组合记为 𝑦 ∈ R𝑀

给定 𝑡 = 0时的价格系统 (𝑝0 , 𝑞)，家庭的预算约束为

{(𝑥0 , 𝑦) ∈ R𝐾+ ×R𝑀 : 𝑝0 · 𝑥0 + 𝑞 · 𝑦 ≤ 𝑝0 · 𝑒0}

注意 𝑞 的单位与 𝑝0相同

给定 𝑡 = 0时的价格预期 (𝑝𝑠)𝑠∈𝑆，家庭在各个事件 𝑠 ∈ 𝑆中的预算约束为{
𝑥𝑠 ∈ R𝐾+ : 𝑝𝑠 · 𝑥𝑠 ≤ 𝑝𝑠 · 𝑒𝑠 + 𝑝𝑠1 ∑𝑚∈𝑀 𝑎𝑠𝑚𝑦𝑚

}
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理性预期均衡的概念

总和预算约束

给定一组计价商品证券 𝐴 = [𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀]；给定家庭的禀赋 𝑒，价格 (预期)向量
(𝑝, 𝑞)，则其在 𝑡 = 0做消费及证券 (投资)选择时的预算约束为

𝐵(𝑝, 𝑞) =
{
(𝑥, 𝑦) ∈ R𝐾(𝑆+1)

+ ×R𝑀 : 𝑝0 · 𝑥0 + 𝑞 · 𝑦 ≤ 𝑝0 · 𝑒0 ,
且𝑝𝑠 · 𝑥𝑠 ≤ 𝑝𝑠 · 𝑒𝑠 + 𝑝𝑠1 ∑𝑚∈𝑀 𝑎𝑠𝑚𝑦𝑚 , 𝑠 = 1, . . . , 𝑆

}
隐藏假设：对所有 𝑠，𝑝𝑠1 > 0；计价商品证券总有价值
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理性预期均衡的概念

理性预期均衡

定义 1
考虑两期动态随机交换经济 E = (𝑈 ℎ , 𝑒 ℎ)ℎ∈𝐻，给定动态交易市场结构与一组计价商
品证券 𝐴 = [𝐴1 , . . . , 𝐴𝑀]；称四元组 〈𝑝, 𝑞, (𝑥ℎ , 𝑦ℎ)ℎ∈𝐻〉为一个理性预期 (rational
expectations)竞争均衡，如果下面两组条件得到满足：

1 给定价格 (预期)，对所有 ℎ ∈ 𝐻，(𝑥ℎ , 𝑦ℎ)在 𝐵ℎ(𝑝, 𝑞)上最大化𝑈 ℎ

2 配置 (𝑥ℎ , 𝑦ℎ)ℎ∈𝐻 满足市场出清∑
ℎ 𝑥

ℎ =
∑
ℎ 𝑒

ℎ ,
∑
ℎ 𝑦

ℎ = 0

“理性”注释：所有市场参与者具有相同且正确的预期
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理性预期均衡的概念

理性预期均衡的几点历史注释

动态交易及证券市场结构最早由 Arrow于 1953年在文章 “The Role of
Securities in the Optimal Allocation of Risk-bearing”中提出；其中已经包含了
理性预期的概念

Roy Radner (1968, 1972)正式提出了动态随机条件下动态交易及证券结构的一
般模型，定义了理性预期均衡的概念，并给出了存在性的一些结论

Radner (1972)最早使用了 equilibrium of plans, prices, and price expectations
(EPPPE)的名称；Kreps(2012)沿用了这个名称；后来文献也称之为 Radner均
衡

随着宏观经济学在 70年代末大幅转向理性预期的理论框架，理性预期均衡成为
更流行的术语
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理性预期均衡的概念

“理性预期”名词的几点注释

“理性预期”的称呼最早由 John F. Muth (1961)在文章 “Rational Expectations
and the Theory of Price Movements”中提出；但起初并没有获得重视

Robert Lucas 60年代末在 CMU任职时接触并接受了Muth的“理性预期”概
念，后又认识到 Arrow-Debreu-Radner的“理性预期”所对应的动态随机均衡
理论可以直接应用在宏观问题研究中，再之后就有了理性预期革命

“理性预期”概念与均衡相联系，Muth最早的模型就是一个均衡模型

本质上，理性预期概念与 Nash均衡一脉相承：给定对手选择均衡策略的预期，
我也选择均衡策略，结果实现均衡
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完全市场下均衡的性质

本节内容

1 动态随机一般均衡模型的基本框架

2 市场组织结构

静态市场

动态市场

证券市场的结构

3 理性预期均衡的概念

4 完全市场下均衡的性质
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完全市场下均衡的性质

理性预期均衡性质概览

动态市场情形下理性预期均衡的性质与给定的证券市场结构有很大关系

完全市场理性预期均衡与 Arrow-Debreu均衡等价

但不完全市场理性预期均衡的就有各种问题；不完全市场是一种典型的市场失

灵 (market failure)，伴随市场扭曲 (market distortion)或市场摩擦 (market
friction)
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完全市场下均衡的性质

当前模型中的 AD均衡

定义 2
考虑两期动态随机交换经济 E = (𝑈 ℎ , 𝑒 ℎ)ℎ∈𝐻，并给定 AD事件依存商品市场结构，
则二元组 〈𝑝, (𝑥ℎ)ℎ∈𝐻〉称为一个 AD竞争均衡，如果下列条件得到满足：

给定 𝑝，对所有 ℎ ∈ 𝐻，𝑥ℎ 在

𝐵ℎ(𝑝) = {
𝑧ℎ ∈ R𝐾(𝑆+1)

+ : 𝑝 · 𝑧ℎ ≤ 𝑝 · 𝑒 ℎ}
上最大化𝑈 ℎ

市场出清：
∑
ℎ 𝑥

ℎ =
∑
ℎ 𝑒

ℎ
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完全市场下均衡的性质

完全市场理性预期均衡与 AD均衡的等价性

定理 1
给定动态随机交换经济 E = (𝑈 ℎ , 𝑒 ℎ)ℎ∈𝐻 且假设𝑈 ℎ 均为单调的，若在动态市场交易

结构下给定的证券市场是完全的，则对任一理性预期均衡 〈𝑝, 𝑞, (𝑥ℎ , 𝑦ℎ)ℎ∈𝐻〉满足
(𝑝11 , . . . , 𝑝𝑆1) � 0，存在一个 AD均衡 〈𝑝̂ , (𝑥̂ℎ)ℎ∈𝐻〉满足 (𝑝̂11 , . . . , 𝑝̂𝑆1) � 0，使得
(𝑥ℎ)ℎ∈𝐻 = (𝑥̂ℎ)ℎ∈𝐻；反之亦然
上述定理的证明核心逻辑在于说明两个市场结构下，居民预算约束的等价性；以下

考虑简化情形，𝑡 = 0无消费，只有证券交易
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完全市场下均衡的性质

预算约束的等价性质

考虑 AD均衡价格 𝑝及预算约束推导 RE均衡下价格 (𝑝̂ , 𝑞)及预算约束：令
𝑝̂ = 𝑝定义对角矩阵 Λ = diag(𝑝11 , . . . , 𝑝𝑆1)，再定义 𝑞 = 1Λ = (𝑝11 , . . . , 𝑝𝑆1)，
以及列向量 𝑤ℎ = [𝑝1 · (𝑥ℎ1 − 𝑒 ℎ1 ), . . . , 𝑝𝑆 · (𝑥ℎ𝑆 − 𝑒 ℎ𝑆 )]，最后定义 𝑦ℎ = Λ−1𝑤ℎ，容

易验证 𝑞 · 𝑦ℎ = 0

反向定义：不妨设 𝑝𝑠1 = 1，则 Λ = 𝐼 单位阵，定义 AD价格
𝑝̂ = [𝑞1𝑝1 , . . . , 𝑞𝑆𝑝𝑆]为 1 × 𝐾𝑆向量，则
𝑝̂ · (𝑥ℎ − 𝑒 ℎ) = ∑

𝑠 𝑞𝑠𝑝𝑠 · (𝑥ℎ𝑠 − 𝑒 ℎ𝑠 ) = 𝑞 · 𝑤ℎ = 𝑞 · 𝑦 = 0
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完全市场下均衡的性质

完全市场理性预期均衡的福利性质

按均衡定义，𝑡 = 0时证券总量为零
∑
ℎ 𝑦

ℎ = 0，故 𝑡 = 1时证券净支付总额
𝐴
∑
ℎ 𝑦

ℎ = 0，因此，证券交易不改变经济中资源总量
∑
ℎ 𝑒

ℎ；再由完全市场理性预

期均衡与 AD均衡的等价性，得到如下重要结论：

定理 2 (动态市场条件下福利经济学第一定理)
完全市场理性预期均衡对应的消费配置是 Pareto最优的

注：完全市场动态交易机制可以实现最有效率的跨期、跨状态资源配置，保证最优

的风险分担 (risk-sharing)
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完全市场下均衡的性质

完全市场理性预期均衡的福利性质

与 ADM市场一样，上述定理的逆命题成立，即福利经济学第二定理

定理 3 (动态市场条件下福利经济学第二定理)
动态经济中任一 Pareto最优配置，均可在完全市场条件下由理性预期均衡实现

注：完全市场是关键；下讲会讲到，若市场不完全，则竞争均衡配置通常不是

Pareto最优配置，且总存在 Pareto最优配置无法通过理性预期均衡来实现⇒有形
之手的市场干预对于提高经济整体的资源配置效率，是必要的
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