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本讲内容

❖ 资产组合理论

❖ 资本资产定价模型

❖ 套利定价模型
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资产组合理论
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收益率的概率特征

❖ 每一个资产的收益率都在随时间变动，而且这种变动是事前不确定的(ex 

ante uncertain)

❖ 收益率的这种特征可以通过随机变量(random variable)来描述

❖ 假设一个资产的收益率可以用随机变量𝑅表示（注意区分随机变量和随

机变量的特定实现值）， 𝑅 的取值范围为 [−1,∞)，具有分布函数 𝐹(⋅)

❖ 𝑅 的所有概率特征都由 𝐹 所反映：如期望 𝔼𝑅，方差 var(𝑅) =

𝔼 𝑅 − 𝔼𝑅 2 = 𝔼[𝑅2] − 𝔼𝑅 2，标准差

𝜎𝑅 = var(𝑅)
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多个资产收益率的相关性

❖ 在最简单的情形，考虑两个资产 𝐴和 𝐵，随机收益率分别为 𝑅𝐴 和 𝑅𝐵

❖ 两个资产收益率的协方差：

cov 𝑅𝐴, 𝑅𝐵 = 𝔼 𝑅𝐴 − 𝔼𝑅𝐴 𝑅𝐵 − 𝔼𝑅𝐵
= 𝔼 𝑅𝐴𝑅𝐵 − 𝔼𝑅𝐴𝔼𝑅𝐵

❖ 两个资产收益率的相关系数：

𝜌𝐴𝐵 =
cov(𝑅𝐴, 𝑅𝐵)

𝜎𝐴𝜎𝐵
=

cov(𝑅𝐴, 𝑅𝐵)

var(𝑅𝐴)var(𝑅𝐵)

其中 𝜎𝐴, 𝜎𝐵 分别表示 𝑅𝐴, 𝑅𝐵 的标准差
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期望的线性性

❖ 对于任意的随机变量 𝑋, 𝑌和任意的实数 𝛼 ∈ ℝ

1. 𝔼 𝑋 + 𝑌 = 𝔼𝑋 + 𝔼𝑌

2. 𝔼 𝛼𝑋 = 𝛼𝔼𝑋

❖ 利用线性性进行运算

𝔼 𝑋 − 𝔼𝑋 𝑌 − 𝔼𝑌

= 𝔼 𝑋𝑌 − 𝑋𝔼𝑌 − 𝑌𝔼𝑋 + 𝔼𝑋𝔼𝑌

= 𝔼𝑋𝑌 − 𝔼𝑋𝔼𝑌 − 𝔼𝑌𝔼𝑋 + 𝔼𝑋𝔼𝑌

= 𝔼𝑋𝑌 − 𝔼𝑋𝔼𝑌

❖ 性质： 𝜌 𝑋, 𝑌 ≤ 1，可通过Cauchy-Schwartz不等式证明
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期望的线性性

❖ var 𝑋 = 𝔼 𝑋 − 𝔼𝑋 2 = 𝔼 𝑋 − 𝔼𝑋 𝑋 − 𝔼𝑋 = cov 𝑋, 𝑋

❖ 随机变量线性组合的方差：

❖ var 𝛼𝑋 + 𝛽𝑌 = cov(𝛼𝑋 + 𝛽𝑌, 𝛼𝑋 + 𝛽𝑌)

❖ 协方差的对称双线性性

▪ cov 𝑋 + 𝑌, 𝑍 = cov 𝑋, 𝑍 + cov 𝑌, 𝑍

▪ cov 𝛼𝑋, 𝑍 = 𝛼cov 𝑋, 𝑍

▪ cov 𝑋, 𝑍 = cov 𝑍, 𝑋

❖ cov 𝛼𝑋 + 𝛽𝑌, 𝛼𝑋 + 𝛽𝑌 = 𝛼cov 𝑋, 𝛼𝑋 + 𝛽𝑌 + 𝛽cov 𝑌, 𝛼𝑋 + 𝛽𝑌 =

𝛼2var 𝑋 + 2𝛼𝛽cov 𝑋, 𝑌 + 𝛽2var(𝑌)
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资产组合的收益率：两个资产情形

❖ 容易验证，𝑤𝐴 单位 𝐴和 𝑤𝐵 单位 𝐵 构成的资产组合(asset portfolio)的
收益率为 𝑤𝐴𝑅𝐴 +𝑤𝐵𝑅𝐵

❖ 由期望的线性性可知：

𝔼 𝑤𝐴𝑅𝐴 +𝑤𝐵𝑅𝐵 = 𝑤𝐴𝔼 𝑅𝐴 +𝑤𝐵𝔼 𝑅𝐵
var 𝑤𝐴𝑅𝐴 +𝑤𝐵𝑅𝐵 = 𝑤𝐴

2var 𝑅𝐴 +𝑤𝐵
2var 𝑅𝐵

+2𝑤𝐴𝑤𝐵cov 𝑅𝐴, 𝑅𝐵
= 𝑤𝐴

2var 𝑅𝐴 +𝑤𝐵
2var 𝑅𝐵

+2𝑤𝐴𝑤𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵𝜌𝐴𝐵

❖ 当 𝜌𝐴𝐵 ≠ 1时，其资产组合的标准差（风险）小于两个资产分别的标准
差之和；此时两个资产可以相互对冲(hedge)彼此的风险
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资产收益率之间的对冲

❖ 如果 𝜌𝐴𝐵 < 1，则有

var 𝑤𝐴𝑅𝐴 +𝑤𝐵𝑅𝐵
= 𝑤𝐴

2𝜎𝐴
2 +𝑤𝐵

2𝜎𝐵
2 + 2𝑤𝐴𝑤𝐵𝜌𝐴𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵

≤ 𝑤𝐴
2𝜎𝐴

2 +𝑤𝐵
2𝜎𝐵

2 + 2 𝑤𝐴𝑤𝐵𝜌𝐴𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵
≤ 𝑤𝐴

2𝜎𝐴
2 +𝑤𝐵

2𝜎𝐵
2 + 2 𝑤𝐴𝑤𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵 ⋅ 𝜌𝐴𝐵

< 𝑤𝐴
2𝜎𝐴

2 +𝑤𝐵
2𝜎𝐵

2 + 2 𝑤𝐴𝑤𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵
= 𝑤𝐴𝜎𝐴 +𝑤𝐵𝜎𝐵

2

❖ 资产组合的标准差

𝜎𝑤 = var 𝑤𝐴𝑅𝐴 +𝑤𝐵𝑅𝐵 < 𝑤𝐴𝜎𝐴 +𝑤𝐵𝜎𝐵
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资产组合的收益率：一般情形

❖ 考虑 𝑛个资产 𝑅𝑖，每个资产在资产组合中的份额为 𝑤𝑖，𝑖 = 1,… , 𝑛

❖ 用黑体字母 𝑹 = [𝑅1, … , 𝑅𝑛]′表示收益率随机（列）向量，𝒘 =

[𝑤1, … , 𝑤𝑛]′表示份额（列）向量，则资产组合可以表示为向量（矩阵）

乘积𝒘′𝑹

❖ 𝑹期望记为 𝝁：

𝝁 = 𝔼𝑹 =
𝔼𝑅1
⋮

𝔼𝑅𝑛

=

𝜇1
⋮
𝜇𝑛

.

❖ 资产组合收益率的期望为

𝔼 𝒘′𝑹 = 𝒘′𝔼𝑹 = 𝒘′𝝁.
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资产组合期望收益率

❖ 资产组合收益率

𝑅𝑤 = 𝑤1𝑅1 +⋯+𝑤𝑛𝑅𝑛 = 𝒘′𝑹

❖ 资产组合收益率的期望

𝔼𝑅𝑤 = 𝑤1𝔼𝑅1 +⋯𝑤𝑛𝔼𝑅𝑛 = 𝒘′𝔼𝑹
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收益率向量的协方差矩阵

❖ 随机收益率向量 𝑹的协方差矩阵定义为：

𝚺 =

𝜎11 ⋯ 𝜎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝜎𝑛1 ⋯ 𝜎𝑛𝑛

=
cov(𝑅1, 𝑅1) ⋯ cov(𝑅1, 𝑅𝑛)

⋮ ⋮ ⋮
cov(𝑅𝑛, 𝑅1) ⋯ cov(𝑅𝑛, 𝑅𝑛)

=
𝔼 𝑅1 − 𝜇1 𝑅1 − 𝜇1 ⋯ 𝔼 𝑅1 − 𝜇1 𝑅𝑛 − 𝜇𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝔼 𝑅𝑛 − 𝜇𝑛 𝑅1 − 𝜇1 ⋯ 𝔼 𝑅𝑛 − 𝜇𝑛 𝑅𝑛 − 𝜇𝑛
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资产组合的方差：一般情形

❖ 随机向量 𝑹的协方差矩阵 𝚺也可以表示为：

𝚺 = 𝔼 𝑹 − 𝝁 𝑹 − 𝝁 ′.

❖ 资产组合收益率的方差 𝜎𝑤
2 为

var 𝒘′𝑹 = 𝔼 𝒘′𝑹 −𝒘′𝝁 𝒘′𝑹 −𝒘′𝝁

= 𝔼 𝒘′ 𝑹 − 𝝁 𝑹 − 𝝁 ′𝒘

= 𝒘′𝔼 𝑹 − 𝝁 𝑹 − 𝝁 ′ 𝒘

= 𝒘′𝚺𝒘.

❖ 因此，资产组合收益率的方差 𝜎𝑤
2 为权重向量 𝒘的一个二次型函数
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协方差矩阵的矩阵表达式

❖ 收益率向量 𝑹的协方差矩阵为 𝔼 𝑹 − 𝝁 𝑹 − 𝝁 ′

❖ 首先， 𝑹 − 𝝁 为离差向量，并且

𝑹 − 𝝁 𝑹 − 𝝁 ′

=
𝑅1 − 𝜇1

⋮
𝑅𝑛 − 𝜇𝑛

𝑅1 − 𝜇1 ⋯ 𝑅𝑛 − 𝜇𝑛

=
(𝑅1 − 𝜇1)(𝑅1 − 𝜇1) ⋯ (𝑅1 − 𝜇1)(𝑅𝑛 − 𝜇𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
(𝑅𝑛 − 𝜇𝑛)(𝑅1 − 𝜇1) ⋯ (𝑅𝑛 − 𝜇𝑛)(𝑅𝑛 − 𝜇𝑛)

❖ 故， 𝔼 𝑹 − 𝝁 𝑹 − 𝝁 ′ = 𝚺
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资产组合的可行集：两个资产情形

❖ 假设投资者有￥1，要投资在两种资产 𝐴和 𝐵 上，分别为 𝑤𝐴 = 𝑤,𝑤𝐵 =

1 − 𝑤

❖ 这个资产组合 𝑅𝑤 的期望收益率为

𝜇𝑤 = 𝔼𝑅𝑤 = 𝑤𝔼 𝑅𝐴 + 1 − 𝑤 𝔼 𝑅𝐵

❖ 𝑅𝑤 的方差 𝜎𝑤
2 为

var 𝑅𝑤 = 𝑤2𝜎𝐴
2 + 1 − 𝑤 2𝜎𝐵

2 + 2𝑤 1 − 𝑤 𝜌𝐴𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵

❖ 可以注意到，当 𝑤 变动时， 𝜇𝑤 和 𝜎𝑤
2 都在变动；更进一步的，我们可

以把 𝑤 表示为 𝜇𝑤 的线性函数，从而把 𝜎𝑤
2 表示为 𝔼𝑅𝑤 的二次函数

❖ 如此得到的𝜇𝑤与𝜎𝑤
2或𝜎𝑤间的关系称为资产组合的可行集(feasible set)
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资产组合的收益与风险

❖ 由 𝜇𝑤 = 𝑤𝜇𝐴 + 1 − 𝑤 𝜇𝐵，因此

𝑤 =
𝜇𝑤 − 𝜇𝐵
𝜇𝐴 − 𝜇𝐵

❖ 资产组合的方差 𝜎𝑤
2 可写为

𝑤2𝜎𝐴
2 + 1 − 𝑤 2𝜎𝐵

2 + 2𝑤 1 − 𝑤 𝜌𝐴𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵
= 𝜎𝐴

2𝑤2 + 𝜎𝐵
2 1 − 2𝑤 + 𝑤2 + 2𝜌𝐴𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵 𝑤 −𝑤2

= 𝜎𝐴
2 + 𝜎𝐵

2 − 2𝜌𝐴𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵 𝑤2 − 2 𝜎𝐵
2 − 𝜌𝐴𝐵𝜎𝐴𝜎𝐵 𝑤 + 𝜎𝐵

2

❖ 𝜎𝑤
2 是 𝑤 的一个2-次函数；若将 𝑤 =

1

𝜇𝐴−𝜇𝐵
𝜇𝑤 −

𝜇𝐵

𝜇𝐴−𝜇𝐵
代入，则 𝜎𝑤

2 为

𝜇𝑤 的 2-次函数
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两资产组合示意
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𝜎

𝜇

A

B每一点都对应着一个 𝑤

注意：两资产情形下，整条
曲线称为可行集



组合边界随相关系数的变动
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𝜎

𝜇

A

B

𝜌 = −1

𝜌 = 1



两资产最小方差组合示例
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𝜎

𝜇

A

B

最小方差点

效率前沿：红线部分

注意：投资者只会
选择效率前沿上的
投资组合



资产组合有效边界：一般情形

❖ 当资产数目 𝑛 ≥ 3时，资产组合的期望收益-风险关系可以通过求解下列

最优化问题得到：

𝜎𝑒
2 = min

𝒘
var(𝒘′𝑹) = min

𝒘
𝒘′𝚺𝒘

𝑠. 𝑡. 𝒘′𝔼𝑹 = 𝜇𝑒 且𝒘′𝟏 = 1

其中 𝟏表示每个位置取 1 的列向量；以 𝒘𝑒 表示上述问题的最优解

❖ 当资产组合 𝒘𝑒
′𝑹的期望收益 𝜇𝑒 变化时，资产组合的标准差 𝜎𝑒 也会相

应变化，从而可以再次得到 (𝜇𝑒 , 𝜎𝑒)组合界定的可行集；特别的，𝜎𝑒 关

于 𝜇𝑒 下凸

❖ 在方差最小点（对所有期望收益 𝜇𝑒 而言）之上的可行集边界称为有效

前沿
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多资产组合
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𝜎

𝜇

有效前沿

𝐴1

𝐴2

𝐴3
𝐴𝑁

与两资产不同，多资产
情形下，整个阴影区域
都是可行集边界曲线为

(𝜇𝑒 , 𝜎𝑒)



资产组合的本质

❖ 每一个资产的收益率都可以看做是两部分构成：

𝑅𝑖 = ต𝔼𝑅𝑖
期望收益率

+ ด𝑈𝑖

随机扰动
其中未预期随机扰动满足 𝔼𝑈𝑖 = 0

❖ 未预期部分可以进一步分解：𝑈𝑖 = 𝑚 + 𝜖𝑖，其中𝑚代表系统风险，为

所有资产所共有；而 𝜖𝑖 代表资产 𝑖 的个体异质性风险，互相独立且与𝑚

无关

❖ 资产组合可以消除异质性风险：例如 𝑤𝑖 = 1/𝑛时，可以说明

var 𝒘′𝑹 → 𝜎𝑚
2，当 𝑛 → ∞；而单个资产的方差为 𝜎𝑚

2 + 𝜎𝜖
2
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无风险借贷与资产组合

❖ 现在考虑一个无风险资产和一个有风险资产的组合，前者的收益率为 𝑅𝑓
而后者的收益率为 𝑅𝐴

❖ 继续考虑持有 𝑤𝐴 份的风险资产和 1 − 𝑤𝐴 份的无风险资产，则此组合的

预期收益率及风险为

𝔼𝑅𝑤 = 𝑤𝐴𝔼𝑅𝐴 + 1 − 𝑤𝐴 𝑅𝑓
𝜎𝑤 = 𝑤𝐴𝜎𝐴

❖ 显然可见，若风险资产的预期收益率 𝔼𝑅𝐴 高于 𝑅𝑓，那么资产组合的预

期收益总是随风险的上升而上升

❖ 当 𝑤𝐴 ≥ 1时，1 − 𝑤𝐴 ≤ 0，表示投资人在借钱购买风险资产（杠杆投资）
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无风险资产与风险资产组合示意
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𝜎

𝜇

𝑟𝑓

𝐴
无风险资产与风险
资产组合构成新的
资产组合

𝑤𝐴 > 1

(𝜇𝑒 , 𝜎𝑒)



最优风险资产组合

❖ 投资者的问题包括两部分：挑选合适的风险资产组合𝒘′𝑹，达到一定的

风险资产预期收益与风险组合 (𝜇𝐴, 𝜎𝐴)，同时选择合适的无风险资产

（持有或者借入），以其满足风险-收益偏好

❖ 首先，投资者不会选择可行集内部的风险资产组合 (𝜇𝐴, 𝜎𝐴)，而一定会

选择有效前沿上的组合 (𝜇𝑒 , 𝜎𝑒)

❖ 其次，投资者一定会选择让无风险-风险组合线与风险资产组合可行集—

—实质是有效前沿——相切，由此确定最优风险资产组合 𝐴∗ = (𝜇∗, 𝜎∗)

❖ 最终，投资者根据 𝐴∗ 和 𝑟𝑓 确定最终资产组合 𝑤𝐴
∗
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风险资产组合最优选择示意
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𝜎

𝜇

𝑟𝑓

𝐴1

𝐴2

(𝜇𝑒 , 𝜎𝑒)



最优风险资产组合：切点条件
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𝜎

𝜇

𝑟𝑓
𝐴1

𝐴2

(𝜇𝑒 , 𝜎𝑒)

𝐴𝑂



最优风险资产组合示意

2023/3/27 第六讲：资产定价模型 28

𝜎

𝜇

𝑟𝑓

最优风险资产组合：
该组合与无风险资产点
连线与有效前沿相切

有效投资组合线

(𝜇𝑒 , 𝜎𝑒)

(𝜇∗, 𝜎∗)



资本资产定价模型
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资产定价(asset pricing)与市场均衡

❖ 和第三讲讨论的无风险市场利率决定一样，风险资产（股票）的收益率

也是由市场均衡决定的

▪ 市场均衡确定资产收益率等价于确定资产价格：

𝑃𝑡 =
𝐶𝑡+1 + 𝑃𝑡+1
1 + 𝑅𝑡+1

=
𝐶𝑡+1

1 + 𝑅𝑡+1
+

𝐶𝑡+2
(1 + 𝑅𝑡+1)(1 + 𝑅𝑡+2)

+ ⋯

❖ 当市场中存在多种资产时，通常可以通过一些基本资产的价格（收益率）

来确定其他资产的价格（收益率），这其中最基本的思想就是无套利

(no arbitrage)

❖ 市场中的资产价格同时反映了：时间价值、风险价值和套利价值
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市场均衡的进一步解释

❖ 在一般的意义上，市场均衡(market equilibrium)是指市场中各种商品的

价格 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, … )和各个交易者对各种商品（净）需求或（净）供给

𝑥𝑖 = (𝑥1
𝑖 , 𝑥2

𝑖 , … )的一个特定状态；在这个状态之下，各商品需求等于供

给（净需求/供给为 0），且在给定的价格 𝑝下，各交易者均实现了自己

最优的交易组合

❖ 这类均衡又称为竞争均衡(competitive equilibrium)；竞争性体现在每

个交易者都把价格 𝑝视为给定的，自己的行为不影响 𝑝

❖ 我们讨论的资产市场均衡也是在这个意义下
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资产市场均衡与信息

❖ 投资者在做投资决策时需要对资产的未来收益信息有所了解——这些信

息由收益率分布 𝐹 表示

❖ 现实中，不同投资者对 𝐹 的预期(expectation)不尽相同：一是由于各自

不同的先验信念(prior belief)；二是由于无处不在的信息差异，即信息

不对称(information asymmetry)，因此每个投资人都有自己的 𝐹𝑖，称

为异质预期(heterogeneous expectations)

❖ 作为最基本的理论分析出发点，经典资产均衡定价理论假设所有投资人

具有同质(homogeneous)预期
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同质预期下的风险资产组合选择
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𝜎

𝜇

𝑟𝑓

(𝜇𝑒 , 𝜎𝑒)

最优风险资产组合
𝐴 = (𝜇∗, 𝜎∗)

同质预期下，所有市场
者（投资者）都会选择
该点作为最优风险资产
组合点，因此该点就代
表市场组合(market 
portfolio)



资本市场线 capital market line
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𝜎

𝜇

𝑟𝑓

(𝜇𝑒 , 𝜎𝑒)

𝐴 = (𝜇∗, 𝜎∗)

连接 𝑟𝑓 与市场组合

𝐴点的直线称为
资本市场线



Sharpe 比率与有效投资组合

❖ 对于任何一个投资组合（包括单个资产），Sharpe 比率定义为超额回报

与组合标准差的比：

𝔼𝑅𝑤 − 𝑟𝑓

𝜎𝑤

❖ 最优投资组合：Sharpe 比率最高的风险资产组合；该组合与无风险借贷

一块，可以让投资者在所愿承受的任何风险水平下，实现最高的收益率

❖ 前面的分析表明，无风险-风险资产组合线与风险资产可行集的切点 𝐴

代表了最优投资组合

❖ 当投资者有同质预期时，最优投资组合同时还是市场组合
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资本资产定价模型

❖ 资本资产定价模型(capital asset pricing model，CAPM)：在资产组合

模型基础上，引入均衡概念，实现对单个风险资产的定价（确定收益率）

▪ 现代资产组合模型的奠基人：H. Markowitz 1952 “Portfolio selection” Journal of 

Finance，1990 年获诺奖；同期还有 A. Roy 提出了均值-方差分析的模型（1952 

Econometrica）还有更早的意大利数学家 de Finetti 1940 的类似贡献引入无风险资

产从而得到分离定理是由 J. Tobin 所完成（1958 Review of Economic Studies，1981 

年获诺奖）

▪ CAPM 的提出者：Lintner 1965 RE&S，Mossin 1966 ECTA，Sharpe 1964 JF

（1990 年获诺奖）
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Harry M. Markowitz & William F. Sharpe
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Nobel Prize, 1990



CAPM 逻辑结构

❖ 给定投资组合，分析是否要在边际上多投资一单位单个风险资产

❖ 为此，首先要度量单个风险资产对投资组合的风险贡献；当投资组合为

市场组合时，则为系统性风险

❖ 得到单个风险资产期望收益率所应满足的条件，进而明确市场均衡时该

资产期望收益率如何与市场收益率相联系

❖ 最终得到 CAPM 定价公式

❖ CAPM 是对期望收益率（期望价格）进行定价
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单个风险资产对投资组合的风险贡献

❖ 给定投资组合 𝑅𝑤 = 𝑤1𝑅1 +⋯+𝑤𝑛𝑅𝑛，其方差 𝜎𝑤
2 可以表示为

var 𝑅𝑤 = cov 𝑅𝑤, 𝑅𝑤 = cov 𝑤1𝑅1 +⋯+𝑤𝑛𝑅𝑛, 𝑅𝑤
= 𝑤1cov 𝑅1, 𝑅𝑤 +⋯+𝑤𝑛cov 𝑅𝑛, 𝑅𝑤
= 𝑤1𝜎1𝜎𝑤𝜌1𝑤 +⋯+𝑤𝑛𝜎𝑛𝜎𝑤𝜌𝑛𝑤

❖ 两边同时除以 𝜎𝑤 可得：

𝜎𝑤 = 𝑤1𝜎1𝜌1𝑤 +⋯+𝑤𝑛𝜎𝑛𝜌𝑛𝑤

⇒
𝜕𝜎𝑤
𝜕𝑤𝑖

= 𝜎𝑖𝜌𝑖𝑤

❖ 因此，增大一单位的资产 𝑖 的投资（𝑤𝑖 增加一单位），对组合风险的边

际贡献为 𝜎𝑖𝜌𝑖𝑤
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是否增加投资：Sharpe 比率

❖ 给定投资组合 𝑅𝑤，是否应当多投资一单位资产 𝑖 ？

❖ 假设：投资组合足够大，多投资资产 𝑖 的个体风险可忽略不计，只计算

其对投资组合的风险贡献 𝜎𝑖𝜌𝑖𝑤
▪ 若是市场组合，则称这一部分风险为系统风险

❖ 多投资 𝑖 的期望收益为 𝔼𝑅𝑖，需要的资金成本为 𝑟𝑓；用 𝜎𝑖𝜌𝑖𝑤 计算的

Sharpe 比率为 (𝔼𝑅𝑖 − 𝑟𝑓)/(𝜎𝑖𝜌𝑖𝑤)

❖ 只有当新增投资的 Sharpe 比率大于已有组合 Sharpe 比率时才有必要增

加投资：

𝔼𝑅𝑖 − 𝑟𝑓

𝜎𝑖𝜌𝑖𝑤
≥
𝔼𝑅𝑤 − 𝑟𝑓

𝜎𝑤
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必要收益率与 𝛽

❖ 新增投资 Sharpe 比率条件可以改写为

𝔼𝑅𝑖 − 𝑟𝑓 ≥
𝜎𝑖𝜌𝑖𝑤
𝜎𝑤

(𝔼𝑅𝑤 − 𝑟𝑓)

❖ 定义上式右端系数为 𝛽𝑖𝑤：

𝛽𝑖𝑤 =
𝜎𝑖𝜌𝑖𝑤
𝜎𝑤

=
cov 𝑅𝑖 , 𝑅𝑤
var(𝑅𝑤)

❖ 定义必要收益率

𝑟𝑖 = 𝑟𝑓 + 𝛽𝑖𝑤(𝔼𝑅𝑤 − 𝑟𝑓)

❖ 是否投资于资产 𝑖 取决于 𝔼𝑅𝑖 和 𝑟𝑖 的大小关系：当 𝔼𝑅𝑖 ≥ 𝑟𝑖 时，才会增

加对 𝑖 的投资

❖ 𝛽𝑖𝑤 衡量了必要收益率对组合收益变动的敏感程度
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市场均衡

❖ 当市场均衡时，所有投资者都选择有效投资组合 𝐴

——资本市场线与有效前沿的切点对应的风险资产投资组合

❖ 因此这个组合也就是均衡市场投资组合，其收益率记为 𝑅𝑀，期望值

（平均值）记为 𝑟𝑀 = 𝔼𝑅𝑀

❖ 此时，市场中一支证券 𝑖 的必要收益率为

𝑟𝑖 = 𝑟𝑓 + 𝛽𝑖 𝑟𝑀 − 𝑟𝑓
其中 𝛽𝑖 = cov(𝑅𝑖 , 𝑅𝑀)/var(𝑅𝑀)表示资产 𝑖 关于市场组合的 𝛽

❖ 𝛽𝑖 反映了资产 𝑖 的系统性风险
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CAPM 收益率定价公式

❖ 市场均衡时，资产 𝑖 的预期收益率 𝔼𝑅𝑖 需要满足：

𝔼𝑅𝑖 = 𝑟𝑖 = 𝑟𝑓 + 𝛽𝑖 𝑟𝑀 − 𝑟𝑓
CAPM 定价公式

❖ 资产预期收益率等于其关于市场组合的必要收益率

❖ 如果 𝔼𝑅𝑖 < 𝑟𝑖，那么投资于资产 𝑖 的 Sharpe 比率低于市场组合，意味着

承担的额外系统性风险没有得到恰当补偿，因此对 𝑖 的需求小于供给—

—为恢复供需平衡，价格会下降从而提高预期收益率

❖ 反之，如果 𝔼𝑅𝑖 > 𝑟𝑖，则会有超额需求——为恢复供需平衡，价格会上

升，从而降低预期收益率
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权益风险溢价

❖ 考虑股票市场，CAPM 定价公式中市场组合预期收益率与无风险利率的

差 𝑟𝑀 − 𝑟𝑓 称为权益风险溢价(equity risk premium)，该值衡量权益资

本总体相对于无风险资产的风险溢价水平
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国家、地区 权益风险溢价历史平均 Sharpe 比率

中国 14.77% 0.467

美国 7.83% 0.511

欧洲 6.44% 0.368

日本 0.24% 0.013

数据来源：Carpenter, Lu, & Whitelaw (2021, JFE)，样本期：1995-2016



CAPM 的拓展

❖ 上面分析的 CAPM 也称为 Lintner-Sharpe 版本：

𝔼𝑅𝑖 = 𝑟𝑓 + 𝛽𝑖 𝑟𝑀 − 𝑟𝑓

❖ 其理论预测非常强：资产超额收益与市场超额收益成正比，与其 𝛽 也成
正比，且与其他变量无关

❖ Fischer Black 1972 放松了可以按照无风险利率 𝑟𝑓 任意借款的假设，相

应的定价公式变为
𝔼𝑅𝑖 = 𝔼𝑅𝑍𝑀 + 𝛽𝑖 𝑟𝑀 − 𝔼𝑅𝑍𝑀

其中 𝔼𝑅𝑍𝑀 表示一 𝛽 为 0 的资产组合预期收益率

❖ CAPM 的核心预测：资产预期收益正比于其 𝛽

❖ 这一线性关系也称为证券市场线
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CAPM 的实证表现

❖ 70 年代，随着 Chicago Univ. Center for Research in Security Prices 

(CRSP) 的建立，股票价格、股利等收益数据得到系统性的整理，

CAPM 定价公式的实证研究得以实现：对下面这类方程进行回归

𝑅𝑖𝑡 − 𝑟𝑓 = 𝛼𝑖 + 𝛾𝛽𝑖 + 𝜖𝑖𝑡

❖ CAPM 理论预测 𝛾 > 0，回归结果证实了这一点

❖ 但其他预测，比如 𝛼𝑖 = 0以及 𝛾 = 𝑟𝑀 − 𝑟𝑓 等，实证检验并不成功

▪ 总结：Fama & French 2004 JEP
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因子定价模型
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资产收益率的因子模型

❖ 受 CAPM 理论定价公式的启发，以及 CAPM 实证方面遇到的各种问题，

70 年代开始金融经济学家开始发展资产收益率的因子模型

▪ 开创性工作为 S. Ross 1976 JET

❖ CAPM 本身就可以视作一个单因子模型

𝔼𝑅𝑖 = 𝑟𝑓 + 𝛽𝑖 𝑟𝑀 − 𝑟𝑓

因子：市场风险

❖ 写为收益率的形式：

𝑅𝑖 = 𝔼𝑅𝑖 + 𝜖𝑖 = 𝑟𝑓 + 𝛽𝑖 𝑟𝑀 − 𝑟𝑓 + 𝜖𝑖
资产收益率为市场风险因子加个体性风险 𝜖𝑖
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一般的因子模型

❖ 资产收益率写为其期望值、系统性风险与个体风险三部分之和

𝑅𝑖 = ത𝑅𝑖 +𝑚𝑖 + 𝜖𝑖

❖ 因子模型假定系统性风险𝑚𝑖 可以表示为少数几个风险因子的组合

𝑚𝑖 = 𝑏𝑖
1𝐹1 +⋯+ 𝑏𝑖

𝐾𝐹𝐾 = 𝒃𝑖
′𝑭

其中 𝒃𝑖
′ 称为因子载荷(factor loading)，𝑭为一组对所有资产都起作用的

共同因子

❖ 由于个体风险 𝜖𝑖 的存在，此类模型称为带噪音的因子模型(noisy factor 

model)

❖ 若 𝜖𝑖 = 0，称为精确因子模型
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套利定价：精确因子模型

❖ 对于精确因子模型，可以使用无套利原理进行定价

❖ 下面值讨论单因子情形，一般情形参考王江《金融经济学》第14章

❖ 假设所有资产都满足单因子模型：

𝑅𝑖 = ത𝑅𝑖 + 𝑏𝑖𝐹, ∀𝑖 = 1,… , 𝑛

各资产的因子载荷 𝑏𝑖 均不相同；此外，存在无风险资产，收益率为 𝑟𝑓

❖ 套利定价（实际上是无套利定价）最终关心 ത𝑅𝑖 等于多少
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精确单因子模型套利定价

❖ 对任意两个资产 𝑖, 𝑗，可以选择适当的投资比例 𝑤 满足 𝑤𝑏𝑖 + (

)

1 −

𝑤 𝑏𝑗 = 0

❖ 这样构造的投资组合 𝑤𝑅𝑖 + 1 − 𝑤 𝑅𝑗 = 𝑤 ത𝑅𝑖 + 1 − 𝑤 ത𝑅𝑗 为一个无风险

组合，故其收益率必须等于 𝑟𝑓，故

𝑤 ത𝑅𝑖 + 1 − 𝑤 ത𝑅𝑗 = 𝑟𝑓 ⇒
ത𝑅𝑖 − 𝑟𝑓

𝑏𝑖
=

ത𝑅𝑗 − 𝑟𝑓

𝑏𝑗
≡ 𝜆

❖ 𝜆与具体资产 𝑖 无关，称为因子溢价(factor premium)

❖ 因此， ത𝑅𝑖 = 𝑟𝑓 + 𝑏𝑖𝜆成立
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一般因子模型与套利定价

❖ 对一般因子模型，由于个体风险 𝜖𝑖 的存在，无法直接使用（无）套利定

价的论证方式

❖ 不过，当资产数目足够大时，可以通过构造资产组合来分散个体风险；

这样构造的资产组合可以看做是只受系统性风险因子影响，近似等价于

精确因子模型

❖ 极限状况下，可以说明各个资产预期收益率必须满足一定的形式： ത𝑅𝑖 ≈

𝑟𝑓 + 𝑏𝑖
1𝜆1 +⋯+ 𝑏𝑖

𝐾𝜆𝐾，背后的逻辑称为极限套利(limit arbitrage)

❖ 注意：极限套利不是套利；无套利是资产市场均衡的自然结果，但极限

套利不是
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资产定价的实证因子模型

❖ Fama & French 1992/1993 三因子模型

ത𝑅𝑖𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝑀 𝑟𝑀𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 + 𝑏𝑆 ⋅ 𝑆𝑖𝑧𝑒𝑡 + 𝑏𝑀𝐵
𝑀

𝐵
𝑡

+ 𝜖𝑖𝑡

❖ Fama & French 2015 五因子模型
ത𝑅𝑖𝑡 = ⋯+ 𝑏𝑃 ⋅ 𝑃𝑟𝑜𝑡 + 𝑏𝐼 ⋅ 𝐼𝑛𝑣𝑡 + 𝜖𝑖𝑡

❖ 关于中国的情形：王菌田、朱英姿 2011《金融研究》考虑了 8 个因子—

—市场风险溢价，账面市值比，盈利股价比，现金流股价比，投资资本

比，工业增加值变化率，回购利率和期限利差
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