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◼ 目前为止，我们对工具变量的讨论仅局限在因果效应
为常数的假设下。

◼ 在虚拟变量表征是否有服役经历的例子中，这个假设
意味着对所有的𝑖，都有𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 = 𝜌。

◼ 因果效应为常数不仅假设了因果效应具有同质性，还
假设了在我们关心的因果模型中因果效应是线性的。

工具变量与异质性潜在结果
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◼ 研究设计的两种不同类型的效度：

◼ 内部效度（internal validity)：给定的研究设计是否
成功揭示了总体中令人感兴趣的因果效应。

◼ 外部效度（external validity）：当情况发生改变时
研究结论的预测能力。

因果效应异质性的重要性
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◼ 记𝑌𝑖 𝑧, d 为个体𝑖在处理结果为𝐷𝑖 = d，工具变量取
值为Z𝑖 = z时会选择的潜在结果。

◼ 令𝐷1𝑖表示工具变量𝑍𝑖 = 1时个体𝑖的处理状态，𝐷0𝑖
表示工具变量Z𝑖 = 0时个体𝑖的处理状态：

𝐷𝑖 = 𝐷0𝑖 + 𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖 𝑍𝑖 = 𝜋0 + 𝜋1𝑖𝑍𝑖 + 𝜉𝑖

◼ 如果用随机系数的记号表示，那么有𝜋0 ≡ 𝐸 D0𝑖 和
𝜋1𝑖 ≡ D1𝑖 − D0𝑖 ，因此𝜋1𝑖是工具变量带给D𝑖的异质
性因果效应。

局部平均处理效应
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◼ 假设一：独立性假设

◼ 工具变量因该起到随机分配的效果，即工具变量既于
潜在结果无关，也与潜在处理状态无关。

Y𝑖 𝑑, 𝑧 ; ∀ 𝑑, 𝑧 , 𝐷1𝑖 , 𝐷0𝑖 ⊥ 𝑍𝑖

异质性因果效应框架下的假设
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◼ 具体而言：

𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 0

= 𝐸 𝑌𝑖 D1𝑖 , 1 |𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝐷0𝑖 , 0 |𝑍𝑖 = 0

= 𝐸 𝑌𝑖 D1𝑖 , 1 − 𝑌𝑖 𝐷0𝑖 , 0

◼ 同时意味着：

𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 D𝑖|𝑍𝑖 = 0

= 𝐸 𝐷1𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝐷0𝑖|𝑍𝑖 = 0

= 𝐸 𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖

异质性因果效应框架下的假设
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◼ 假设二：排他性约束

◼ 工具变量只能通过唯一的已知途径对被解释变量产生
影响，即Y𝑖 𝑑, 𝑧 只是𝑑的的函数。

◼ 𝑌𝑖 𝑑, 0 = 𝑌𝑖 𝑑, 1 ，对于𝑑 = 0，1

◼ 在因果效应为常数且在因果模型中是线性的时候，我
们把工具变量排除在等式便是的因果模型之外，并且
宣称𝐸 𝑍𝑖𝜂𝑖 = 0，以此来实现排他性约束。

异质性因果效应框架下的假设
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◼ 使用排他性约束后，我们可以用不同的处理状态来定
义潜在结果：

𝑌1𝑖 ≡ 𝑌𝑖 1,0 = 𝑌𝑖 1,0

𝑌0𝑖 ≡ 𝑌𝑖 0,1 = 𝑌𝑖 0,0

◼ 于是观察到的结果𝑌𝑖可以写成潜在结果的组合：

𝑌𝑖 = 𝑌𝑖 0, 𝑍𝑖 + 𝑌𝑖 1, 𝑍𝑖 − 𝑌𝑖 0, 𝑍𝑖 D𝑖

= 𝑌0𝑖 + 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷𝑖

◼ 用随机参数表示就是：

𝑌𝑖= 𝛼0 + 𝜌𝑖𝐷𝑖 + 𝜂𝑖；

其中𝛼0 ≡ 𝐸 𝑌0𝑖 和𝜌𝑖 ≡ 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖

异质性因果效应框架下的假设

8



◼ 假设三：单调性假设

◼ 对所有的𝑖，要么𝜋𝑖 ≧ 0，要么𝜋𝑖 ≦ 0。

◼ 该假设允许一些人不被工具变量影响，但对于那些受
工具变量影响的人，这种影响必须是以相同方式发生
的。换言之，对所有的𝑖，或者𝐷1𝑖 ≧ 𝐷0𝑖或者𝐷1𝑖 ≦
𝐷0𝑖。在接下来的讨论中，假设𝐷1𝑖 ≧ 𝐷0𝑖。

◼ 在用随机数决定参军资格的例子中，单调性假设意味
着虽然对某些人而言参军资格不影响他入伍服役的概
率，但是不存在获得参军资格而不允许其参军服役的
事情。

异质性因果效应框架下的假设
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◼ 假设：

1.独立性： Y𝑖 𝑑, 𝑧 ; ∀ 𝑑, 𝑧 , 𝐷1𝑖 , 𝐷0𝑖 ⊥ 𝑍𝑖；

2.排他性：𝑌𝑖 𝑑, 0 = 𝑌𝑖 𝑑, 1 ，对于𝑑 = 0，1；

3.第一阶段存在： 𝐸 𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖 ≠ 0;

4.单调性：𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖 ≧ 0 ∀ 𝑖，当然这个假设中的不等号
反过来也可；

◼ 于是：
𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 0

𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖 = 0
= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖

= 𝐸 𝜌𝑖|𝜋𝑖 > 0

局部平均处理效应定理(The LATE Theorem)
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◼ 证明：

𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 0

= 𝐸 𝑌0𝑖 + 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷1𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 + 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷0𝑖|𝑍𝑖 = 0

= 𝐸 𝑌0𝑖 + 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷1𝑖 − 𝐸 𝑌0𝑖 + 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷0𝑖

= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖

= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 𝑃 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖

𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖 = 0

= 𝐸 𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖 = 𝑃 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖

局部平均处理效应定理(The LATE Theorem)
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◼ 这个定理指出如果工具变量能够像随机分配好那样，
能够通过唯一的已知途径影响潜在结果，存在第一阶
段，只通过一个方向影响因果性，那么这个工具变量
就可以用来估计被其影响的群体的平均因果效应。

◼ 在用随机抽取的参军资格做工具变量研究服役对收入
的影响的例子中，我们得到的瓦尔德估计值实际上是
对于那些仅仅因为在随机抽取中获得了参军资格而接
受服役的人，服役对其收入的影响。这个估计值没有
包括志愿参军对个人收入的影响，也没有在计算平均
因果效应时考虑因病而免于服役的那些人。

局部平均处理效应定理(The LATE Theorem)
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◼ 不满足单调性意味着工具变量使一些人的处理状态从0
变成1，却使得另外一些人的处理状态从1变成0。

𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 0

= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖

= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 𝑃 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖

−𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷1𝑖 < 𝐷0𝑖 𝑃 𝐷1𝑖 < 𝐷0𝑖

◼ 由此我们发现即使所有人的因果效应都是正的，但是因
为依从工具变量的个体的因果效应被对抗者的因果效应
给抵消掉了，简约式估计值也还可能为0。

单调性假设的意义
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◼ 在局部平均处理效应框架下，依照总体中个体对工具
变量作出的反应，任何总体可被分为三类子集：

1）依从工具变量者：满足D1𝑖 = 1和D0𝑖 =0的子集；

2）始终接受者：满足D1𝑖 = 1和D0𝑖 = 1的子集；

3）从不接收者：满足D1𝑖 = 0和D0𝑖 = 1的子集。

◼ 局部平均处理效应便是依从工具变量者的平均因果效
应。

依从工具变量的子集
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◼ 依从工具变量者的平均因果效应往往不等于接受处理
的人（也就是𝐷𝑖 = 1）的平均处理效应。

𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷𝑖 = 1

= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷0𝑖 = 1 𝑃 𝐷0𝑖 = 1|𝐷𝑖 = 1

+𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 𝑃 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 , 𝑍𝑖 = 1|𝐷𝑖 = 1

◼ 接受处理的个体的因果效应时依从工具变量者和始终
接受者的因果效应的加权平均值。

依从工具变量的子集
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接受处理的效应

始终接受者的效应

依从接收者的效应



◼ 类似的，未接受处理的个体的平均因果效应也不等于
局部平均处理效应。

𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷𝑖 = 0

= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷0𝑖 = 0 𝑃 𝐷1𝑖 = 0|𝐷𝑖 = 0

+𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 𝑃 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 , 𝑍𝑖 = 1|𝐷𝑖 = 0

◼ 未受处理的个体的平均因果效应等于依从工具变量者
和从不接收者的因果效应的加权平均。

依从工具变量的子集
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未接受处理的效应

从不接受者的效应

依从接收者的效应



◼ 最后，将两个等式加权平均后可得：

𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖

= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷𝑖 = 1 𝑃 𝐷𝑖 = 1 + 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷𝑖 = 0 𝑃 𝐷𝑖 = 0

◼ 上式指出无条件的加权的平均因果效应时对依从工具
变量者，始终接受者和从不接受者的因果效应的加权
平均值。

依从工具变量的子集
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◼ 使用双胞胎做工具变量研究生育三个孩子对收入的影
响。

原因在于第二胎生育双胞胎的所有女性最终都会有三
个孩子，不存在从不接受者。

◼ 使用义务教育法中发生的变化（英国义务教育法将强
制接受教育的年龄从14岁提高到15岁）作为工具变量
对英国教育回报进行估计。

原因在于当义务教育法加强时，所有人都接受了新增
加一年的教育，所以样本中不存在从不接受者。

两个特例
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◼ 工具变量产生于随机实验，由于个体选择是否接受随
机分配的处理本身就存在自选择问题，所以简单地比
较处理组合实验组之间状况的差距并以此作为因果效
应，可能存在较大的误导性。

◼ 将随机分配的处理记作𝑍𝑖，将个体接受的处理记为𝐷𝑖，
用工具变量就可以解决自选择问题，因为存在不依从
随机分配的处理的情况，所以𝑍𝑖和𝐷𝑖之间可能不相等。

随机实验中的工具变量
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随机实验中的工具变量
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◼ Bloom Result。假设局部平均处理效应定理所要求的
假设都成立，并且有𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖 = 0 = 𝑃ሾ
ሿ

𝐷𝑖 = 1|𝑍𝑖 =
0 = 0。那么有：

𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖=1 −𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖=0

𝐸 𝐷𝑖=1|𝑍𝑖=1

=
𝐸 𝑌0𝑖|𝑍𝑖=1 +𝐸 𝑌1𝑖−𝑌0𝑖 𝐷𝑖|𝑍𝑖=1 −𝐸 𝑌0𝑖|𝑍𝑖=0

𝐸 𝐷𝑖=1|𝑍𝑖=1

=
𝐸 𝑌1𝑖−𝑌0𝑖 𝐷𝑖|𝑍𝑖=1

𝐸 𝐷𝑖=1|𝑍𝑖=1

=
𝐸 𝑌1𝑖−𝑌0𝑖 𝐷𝑖=1,𝑍𝑖=1 𝑃 𝐷𝑖=1|𝑍𝑖=1

𝑃 𝐷𝑖=1|𝑍𝑖=1

= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝐷𝑖 = 1

估计被处理者的处理效应
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◼ 对依从工具变量者所成集合的规模进行度量，给定单调
性，它正好是瓦尔德估计的第一阶段值。

𝑃 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 = 𝐸 𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖

= 𝐸 𝐷1𝑖 − 𝐸 𝐷0𝑖

= 𝐸 𝐷1𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝐷0𝑖|𝑍𝑖 = 0

◼ 我们还可以指出被处理组中有多少人是依从变量者：

𝑃 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖|𝐷𝑖 = 1 =
𝑃 𝐷𝑖=1|𝐷1𝑖>𝐷0𝑖 𝑃 𝐷1𝑖>𝐷0𝑖

𝑃 𝐷𝑖=1

=
𝑃 𝑍𝑖=1|𝐷1𝑖>𝐷0𝑖 𝑃 𝐷1𝑖>𝐷0𝑖

𝑃 𝐷𝑖=1

=
𝑃 𝑍𝑖=1 𝑃 𝐷1𝑖>𝐷0𝑖

𝑃 𝐷𝑖=1

=
𝑃 𝑍𝑖=1 𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖=1 −𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖=0

𝑃 𝐷𝑖=1

依从工具变量者的特征
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依从工具变量者的特征
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◼ 令𝑥𝑖是一个遵循伯努利分布的个体特征，比如表征大
学毕业的虚拟变量，现考虑用性别组成作工具变量，
对于那些依从工具变量的女性而言，生育两个孩子和
生育两个以上孩子的女性，他们在教育水平方面有没
有不同。

◼
𝑃 𝑥1𝑖=1|𝐷1𝑖>𝐷0𝑖

𝑃 𝑥1𝑖=1
=

𝑃 𝐷1𝑖>𝐷0𝑖|𝑥1𝑖=1

𝑃 𝐷1𝑖>𝐷0𝑖

=
𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖=1,𝑥1𝑖=1 −𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖=0,𝑥1𝑖=1

𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖=1 −𝐸 𝐷𝑖|𝑍𝑖=0

依从工具变量者时大学生的可能性等与针对大学生群体
做的第一阶段回归的结果与总体回归结果之比。

依从工具变量者的个体特征
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◼ 局部平均处理效应定理适用于无协变量，只用单个虚
拟变量做工具变量去估计只存在单一处理时的因果效
应，时进行因果推断的最基本模型。

◼ 三个方向推广：

1）存在多个工具变量的情况（用一组虚拟变量来表示出
生季度）

2）模型中存在协变量的情况（比如存在用以控制出生年
份的控制变量）

3）因果效应取多个值甚至是连续值的情况（比如接受一
年教育和接受两年教育对收入的影响不同）

对局部平均处理效应的推广
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◼ 考虑一对以虚拟变量身份出现的工具变量𝑍1𝑖和𝑍2𝑖，假
设他们互斥，分别使用他们，可以构造出两个瓦尔德
估计值，通过2SLS得到的局部平均处理效应的线性组
合是一种加权平均值。令：

𝜌𝑗 =
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑍𝑗𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖 , 𝑍𝑗𝑖
, j = 1,2

表示分别使用工具变量𝑍1𝑖和𝑍2𝑖后得到的两个工具变量估
计值。

◼ 如果同时使用工具变量𝑍1𝑖和𝑍2𝑖，我们在2SLS第一阶段
得到的总体拟合值就是𝐷𝑖 = 𝜋11𝑍1𝑖 + 𝜋12𝑍2𝑖，其中𝜋11
和𝜋12都是正数。

多工具变量下的局部处理效应
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𝜌2𝑆𝐿𝑆 =
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝐷𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖 , 𝐷𝑖
=
𝜋11𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑍1𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖 , 𝐷𝑖
+
𝜋12𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑍2𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖 , 𝐷𝑖

=
𝜋11𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖,𝑍1𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖, 𝐷𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖,𝑍1𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖,𝑍1𝑖
+

𝜋12𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖,𝑍2𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖, 𝐷𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖,𝑍2𝑖

𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖,𝑍2𝑖

= 𝜓𝜌1 + 1 − 𝜓 𝜌2

◼ 𝜌1是使用工具变量𝑍1𝑖得到的局部处理效应，𝜌2是使
用工具变量𝑍2𝑖得到的局部处理效应，并且

𝜓 =
𝜋11𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖 , 𝑍1𝑖

𝜋11𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖 , 𝑍1𝑖 + 𝜋12𝑐𝑜𝑣 𝐷𝑖 , 𝑍2𝑖

是介于0和1之间的一个数字，它的大小依赖于第一阶段
中每个工具变量的相对重要性。

多工具变量下的局部处理效应
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◼ 当我们将工具变量看作某种随机实验时，它和协变量
相互独立，协变量不会发挥作用，但并非所有的工具
变量都有这种性质。将其纳入使用工具变量进行因果
分析的模型中，其主要原因为控制了协变量后条件独
立性和排他性约束会更可能成立。

◼ 存在协变量时工具变量估计需要的假设变为条件独立
假设：

Y𝑖 𝑑, 𝑧 ; ∀ 𝑑, 𝑧 , 𝐷1𝑖 , 𝐷0𝑖 ⊥ 𝑍𝑖|𝑋𝑖

存在协变量的异质性因果模型
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◼ 将协变量纳入模型的第二个理由是它可以降低被解释
变量的变化，这可以带来更精确的2SLS估计值。

◼ 存在协变量的常因果效应的总体方方程的函数形式：

𝐸 𝑌0𝑖|𝑋𝑖 = 𝑋𝑖′𝛼
∗,其中𝛼∗是κ × 1的参数向量

𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 = 𝜌

将其与条件独立假设结合起来，就得到2SLS估计方程。

◼ 对常数因果效应模型直接推广得：

𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 = 𝜌 𝑋𝑖

其中𝜌 𝑋𝑖 是关于协变量𝑋𝑖的确定型函数。

存在协变量的异质性因果模型
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◼ 通过将𝑍𝑖和𝑋𝑖的交互项加入第一阶段回归，将𝐷𝑖和𝑋𝑖
的交互项加入第二阶段回归，就可以开始估计了。

所以第一阶段回归方程组写成：

𝐷𝑖 = 𝑋𝑖′𝜋00 + 𝜋01𝑍𝑖 +𝑍𝑖𝑋𝑖′𝜋02 + 𝜉0𝑖
𝐷𝑖𝑋𝑖 = 𝑋𝑖′𝜋10 + 𝜋11𝑍𝑖 +𝑍𝑖𝑋𝑖′𝜋12 + 𝜉1𝑖

第二阶段方程是：

𝑌𝑖 = 𝛼′𝑋𝑖 + 𝜌0𝐷𝑖 +𝐷𝑖𝑋𝑖′𝜌1 + 𝜉1𝑖

◼ 于是得ρ Xi = ρ0 + ρ1′Xi，可以选择在关于Xi饱和
的子集中用2SLS对ρ Xi 进行非参数估计。

存在协变量的异质性因果模型
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◼ 我们还可以在条件独立假设下求解异质性因果效应模
型的局部平均处理效应定理，对于每一个特定的值，
定义与该协变量相对应的局部平均处理效应为：

𝜆 𝑋𝑖 ≡ 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝑋𝑖 , 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖

◼ 其中𝜋𝑥和𝛼𝑥代表协变量得饱和模型（表示𝑋𝑖所有可
能取值得虚拟变量组成的集合），𝜋1𝑥表示给定𝑋𝑖得
每个取值，𝑍𝑖在第一阶段的影响。

存在协变量的异质性因果模型
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◼ 设给定后局部平均处理效应定理所要求的假设都满足。
也就是说：

1.独立性： Y𝑖 𝑑, 𝑧 ; ∀ 𝑑, 𝑧 , 𝐷1𝑖 , 𝐷0𝑖 ⊥ 𝑍𝑖 |𝑋𝑖；

2.排他性：P 𝑌𝑖 𝑑, 0 = 𝑌𝑖 𝑑, 1 |𝑋𝑖 = 1，对于𝑑 = 0，1；

3.第一阶段存在： 𝐸 𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖|𝑋𝑖 ≠ 0;

4.单调性：𝐷1𝑖 − 𝐷0𝑖 ≧ 0 ∀ 𝑖，当然这个假设中的不等号反
过来也可；

我们基于第一阶段方程：

𝐷𝑖 = 𝜋𝑥 + 𝜋1𝑥𝑍𝑖 +𝜉1𝑖
以及第二阶段方程：

𝑌𝑖 = 𝛼𝑥 + 𝜌𝐷𝑖 +𝜂𝑖
来估计2SLS估计值。

饱和加权定理
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然后𝜌 = 𝐸 𝜔 𝑋𝑖 𝜆 𝑋𝑖 ，其中：

𝜔 𝑋𝑖 =
𝑉 𝐸 𝐷𝑖|𝑋𝑖 , 𝑍𝑖 𝑋𝑖
𝐸 𝑉 𝐸 𝐷𝑖|𝑋𝑖 , 𝑍𝑖 𝑋

并且
𝑉 𝐸 𝐷𝑖|𝑋𝑖 , 𝑍𝑖 𝑋𝑖 = E 𝐸 𝐷𝑖|𝑋𝑖 , 𝑍𝑖 𝐸 𝐷𝑖|𝑋𝑖 , 𝑍𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖|𝑋𝑖 |𝑋𝑖

◼ 这个定理指出在第一阶段使用完全饱和模型，在第二
阶段使用饱和模型得到的2SLS估计值就是对每个协

变量取值下估计出的局部平均处理效应得加权平均，
在𝑋𝑖可以取到的每个值上，权重与第一阶段拟合值
𝐸 𝐷𝑖|𝑋𝑖 , 𝑍𝑖 的条件方差均值成正比。

饱和加权定理
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◼ 在实际中，不可能对所有𝑋𝑖的可能取值都估计出一个
系数。首先可能会带来偏误，其次大量不精确的第一
阶段拟合值看上去也不好。在Abadie的研究中，就
给出一个𝐸 𝑌𝑖|𝐷𝑖 , 𝑋𝑖 , 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 最小均方误意义下的
逼近。

◼ 对于依从工具变量者，给定𝑋𝑖后处理组和控制组之间
的平均差别等于给定𝑋𝑖后的局部平均处理效应：

𝐸 𝑌𝑖|𝐷𝑖 = 1, 𝑋𝑖 , 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖|𝐷𝑖 = 0, 𝑋𝑖 , 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖
= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝑋𝑖 , 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖
= 𝜆 𝑋𝑖
◼ 问题在于如何识别出依从变量者。

存在协变量的异质性因果模型
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◼ 考虑给定𝑋𝑖后局部平均因果处理效应所要求的假设都
满足。记𝑔 𝑌𝑖 , 𝐷𝑖 , 𝑋𝑖 为定义在 𝑌𝑖 , 𝐷𝑖 , 𝑋𝑖 上的任何可测
函数，其期望值有限，定义：

◼ 依从工具变量者就是除去始终接收者和从不接受者剩
下的那部分人。

𝑘𝑖 = 1 −
𝐷𝑖 1 − 𝑍𝑖

1 − 𝑃 𝑍𝑖 = 1|𝑋𝑖
−

1 − 𝐷𝑖 𝑍𝑖
𝑃 𝑍𝑖 = 1|𝑋𝑖

那么：

𝐸 𝑔 𝑌𝑖 , 𝐷𝑖 , 𝑋𝑖 |𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 =
𝐸 𝑘𝑖𝑔 𝑌𝑖 , 𝐷𝑖 , 𝑋𝑖

𝐸 𝑘𝑖

Abadie Kapper Theorem
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◼ 在线性回归中逼近𝐸 𝑌𝑖|𝐷𝑖 , 𝑋𝑖 , 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 ，令

𝛼𝑐 , 𝛽𝑐 = argmin
𝑎,𝑏

𝐸 𝐸 𝑌𝑖|𝐷𝑖 , 𝑋𝑖 , 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 − 𝑎𝐷𝑖 − 𝑋𝑖
′𝑏 2|𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖

运用Abadie Kapper定理指出可以通过下式来逼近函数
𝐸 𝑌𝑖|𝐷𝑖 , 𝑋𝑖 , 𝐷1𝑖 > 𝐷0𝑖 ：

𝛼𝑐 , 𝛽𝑐 = argmin
𝑎,𝑏

𝐸 𝑘𝑖 𝑌𝑖 − 𝑎𝐷𝑖 − 𝑋𝑖
′𝑏 2

◼ 其中𝐸 𝑘𝑖 𝑌𝑖 − 𝑎𝐷𝑖 − 𝑋𝑖
′𝑏 2 是相应的最小二乘的最小化

元，这里Abadie Kapper函数被用来对普通最小而二乘中
的最小化元 𝑌𝑖 − 𝑎𝐷𝑖 − 𝑋𝑖

′𝑏 2进行加权。

存在协变量的异质性因果模型
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◼ 取值为 0,1 的虚拟变量带来的因果效应与取值为
0,1,2, … 的因果变量带来的因果效应之间有很大的
不同。

◼ 在研究教育带来的经济回报时，令：

𝑌𝑖 ≡ 𝑓𝑖(𝑠)

表示个体𝑖在接受𝑠年教育后应该获得的收入。

◼ 假设𝑠𝑖可以在集合 0,1, … , ҧ𝑠 ，就存在 ҧ𝑠个因果效应
𝑌𝑠𝑖 − 𝑌𝑠−1,𝑖，2SLS提供了对单位因果效应计算加权的
工具。

◼ 记𝑠0𝑖表示𝑍𝑖 = 0时个体𝑖接受的教育水平，𝑠1𝑖表示
𝑍𝑖 = 1时个体𝑖接受的教育水平。

存在多种处理强度时的平均因果响应
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◼ 假设：

ACR1，独立性假设和排除性约束

𝑌0𝑖 , 𝑌1𝑖 , … , 𝑌𝑛𝑖; 𝑠0𝑖 , 𝑠1𝑖 ⊥ 𝑍𝑖 ；

ACR2，第一阶段 𝐸 𝑠1𝑖 − 𝑠0𝑖 ≠ 0；

ACR3,单调性 𝑠1𝑖 − 𝑠0𝑖 ≧ 0 ∀𝑖,或者反之，

那么

𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 0

𝐸 𝑠𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑠𝑖|𝑍𝑖 = 0
= 

𝑠=1

ҧ𝑠

𝜔𝑠 𝐸 𝑌𝑠𝑖 − 𝑌𝑠−1,𝑖|𝑠1𝑖 ≧ 𝑠 > 𝑠0𝑖

◼ 其中𝜔𝑠 =
𝑃 𝑠1𝑖≧𝑠>𝑠0𝑖

σ𝑠=1
ത𝑠 𝑃 𝑠1𝑖≧𝑠>𝑠0𝑖

，这个权重是非负的而且相加为

1的。

平均因果响应定理
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◼ 如果我们感兴趣的因果变量是连续的，那么我们可以将因
果响应函数看作微分。令𝑞𝑖 𝑝 表示在市场中价格为𝑝时的
需求量。

◼ 研究者们使用虚拟变量𝑠𝑡𝑜𝑟𝑚𝑦𝑖来表示出现大风大浪的天气，
以此估计对鱼类的需求。使用𝑠𝑡𝑜𝑟𝑚𝑦𝑖做工具变量得到的瓦
尔德估计值可以用下面的方程来解释：

𝐸 𝑞𝑖|𝑠𝑡𝑜𝑟𝑚𝑦𝑖 = 1 − 𝐸 𝑞𝑖|𝑠𝑡𝑜𝑟𝑚𝑦𝑖 = 0

𝐸 𝑝𝑖|𝑠𝑡𝑜𝑟𝑚𝑦𝑖 = 1 − 𝐸 𝑝𝑖|𝑠𝑡𝑜𝑟𝑚𝑦𝑖

=
𝐸 𝑞𝑖 𝑡 ′|𝑃1𝑖 ≧ 𝑡 > 𝑃0𝑖 𝑃 𝑃1𝑖 ≧ 𝑡 > 𝑃0𝑖 𝑑𝑡

𝑃 𝑃1𝑖 ≧ 𝑡 > 𝑃0𝑖 𝑑𝑡

◼ 其中𝑝𝑖是在市场𝑖中的日观测价格，𝑃1𝑖和𝑃0𝑖是用𝑠𝑡𝑜𝑟𝑚𝑦𝑖表
示的潜在价格，可以用𝑃 𝑃1𝑖 ≧ 𝑡 > 𝑃0𝑖 作为权重函数，来
估计价格为𝑡时需求量的倒数的平均值。

因果变量是连续的
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