
4.1工具变量与因果关系
孔彤阳

2019.10.17



◼ 满足条件独立性假设(CIA)—回归估计量具有因果效
应的解释

◼ CIA不成立—未观测因素会造成选择偏差，内生性问
题

工具变量是解决内生性问题的一种经典方法

◼ 工具变量可用来估计线性联立方程的系数

起源：Wright父子研究亚麻籽的供求联立方程组

工具变量IV Instrumental variables
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◼ 教育水平和收入：

𝑌𝑠𝑖 = 𝑓𝑖 s

𝑓𝑖 s = 𝛼 + 𝜌𝑠 + 𝜂𝑖

引入控制变量能力𝐴𝑖
𝜂𝑖 = 𝐴𝑖

′𝛾 + 𝜈𝑖

假设𝑠𝑖与𝜂𝑖相关的唯一原因是𝐴𝑖，所以

𝐸 𝑠𝑖𝜈𝑖 = 0

如果𝐴𝑖可观察到，则有

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝜌𝑠𝑖 + 𝐴𝑖
′𝛾 + 𝜈𝑖

◼ 𝐴𝑖无法观察到，如何估计𝜌？

一个例子
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引入工具变量𝑍𝑖

◼ 相关性：与解释变量𝑠𝑖相关

𝑐𝑜𝑣 𝑠𝑖 , 𝑍𝑖 ≠ 0

◼ 排他性(exclusion restriction)：与决定被解释变量的
其他因素无关

𝑐𝑜𝑣 𝜂𝑖 , 𝑍𝑖 = 0

其中， 𝜂𝑖 = 𝐴𝑖
′𝛾 + 𝜈𝑖

工具变量法
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◼ 计算工具变量与结果之间的相关性

𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑍𝑖 = 𝑐𝑜𝑣 𝛼, 𝑍𝑖 + 𝜌𝑐𝑜𝑣 𝑠𝑖 , 𝑍𝑖 + 𝑐𝑜𝑣 𝜂𝑖 , 𝑍𝑖

因为

𝑐𝑜𝑣 𝛼, 𝑍𝑖 = 𝑐𝑜𝑣 𝜂𝑖 , 𝑍𝑖 = 0

所以上式整理得

𝜌 =
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑍𝑖
𝑐𝑜𝑣 𝑠𝑖 , 𝑍𝑖

=
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑍𝑖 /𝑉𝑎𝑟 𝑍𝑖
𝑐𝑜𝑣 𝑠𝑖 , 𝑍𝑖 /𝑉𝑎𝑟 𝑍𝑖

◼ 分子𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑍𝑖 /𝑉𝑎𝑟 𝑍𝑖 是𝑌𝑖对𝑍𝑖的总体回归系数，称
之为“简约式”

◼ 分母𝑐𝑜𝑣 𝑠𝑖 , 𝑍𝑖 /𝑉𝑎𝑟 𝑍𝑖 是𝑠𝑖对𝑍𝑖的总体回归系数，称
之为“第一阶段”

工具变量法
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Angrist和Krueger利用美国普查数据估计教育收益率

能力变量影响个体的教育选择和收入水平，但无法预测
无法利用匹配或回归方法得到教育的正确因果效应

如何寻找工具变量？

◼ 与教育密切相关

◼ 与能力或其他未观测因素无关

一个例子
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Angrist和Krueger选定出生季度作为工具变量

一个例子
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一个例子
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◼ 第一阶段回归：

𝑆𝑖 = 𝑋𝑖
′𝜋10 + 𝜋11𝑍𝑖 + 𝜉1𝑖

◼ 简约式回归：

𝑌𝑖 = 𝑋𝑖
′𝜋20 + 𝜋21𝑍𝑖 + 𝜉2𝑖

𝜋11—控制协变量𝑋𝑖
′后，工具变量𝑍𝑖对𝑠𝑖的影响

𝜋21—控制协变量𝑋𝑖
′后，工具变量𝑍𝑖对𝑌𝑖的影响

𝜌 =
𝜋21
𝜋11

=
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , ǁ𝑧𝑖
𝑐𝑜𝑣 𝑆𝑖 , ǁ𝑧𝑖

一个例子
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◼ 存在协变量的因果模型 ：
𝑌𝑖 = 𝛼′𝑋𝑖 + 𝜌𝑆𝑖 + 𝜂𝑖

ǁ𝑧𝑖与𝑋𝑖不相关， ǁ𝑧𝑖与𝜂𝑖不相关

可证
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , ǁ𝑧𝑖 = 𝜌𝑐𝑜𝑣 𝑆𝑖 , ǁ𝑧𝑖

一个例子
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◼ 将𝑆𝑖 = 𝑋𝑖
′𝜋10 + 𝜋11𝑍𝑖 + 𝜉1𝑖代入因果模型得：

𝑌𝑖 = 𝛼′𝑋𝑖 + 𝜌𝑆𝑖 + 𝜂𝑖

= 𝛼′𝑋𝑖 + 𝜌 𝑋𝑖
′𝜋10 + 𝜋11𝑍𝑖 + 𝜉1𝑖 + 𝜂𝑖

= 𝑋𝑖
′ 𝛼 + 𝜌𝜋10 + 𝜌𝜋11𝑍𝑖 + 𝜌𝜉1𝑖 + 𝜂𝑖

= 𝑋𝑖
′𝜋20 + 𝜋21𝑍𝑖 + 𝜉2𝑖

𝜋20 ≡ 𝛼 + 𝜌𝜋10 ； 𝜋21 ≡ 𝜌𝜋11； 𝜉2𝑖 ≡ 𝜌𝜉1𝑖 + 𝜂𝑖

𝑌𝑖 = 𝛼′𝑋𝑖 + 𝜌 𝑋𝑖
′𝜋10 + 𝜋11𝑍𝑖 + 𝜉2𝑖

◼ 可以直接用OLS回归得到𝜌的一致估计

4.1.1两阶段最小二乘回归
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◼ 第一步：估计第一阶段回归

Ƹ𝑠𝑖 = 𝑋𝑖
′ ො𝜋10 + ො𝜋11𝑍𝑖

◼ 第二步：将第一阶段得到的拟合值代入结构式进行第
二阶段回归

𝑌𝑖 = 𝛼′𝑋𝑖 + 𝜌 Ƹ𝑠𝑖 + 𝜂𝑖 + 𝜌 𝑠𝑖 − Ƹ𝑠𝑖

得到的估计值是𝜌的一致估计

协变量和第一阶段拟合值既与𝜂𝑖不相关，也与 𝑠𝑖 − Ƹ𝑠𝑖 不
相关

得到的标准误差是不正确的

4.1.1两阶段最小二乘回归
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◼ 可以将两阶段回归估计量写为：

ො𝜌 =
𝐶𝑜𝑣 𝑌𝑖， Ƹ𝑠𝑖

∗

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝑠𝑖
∗

其中 Ƹ𝑠𝑖
∗是 Ƹ𝑠𝑖对𝑋𝑖的回归残差

𝐶𝑜𝑣 𝑠𝑖， Ƹ𝑠𝑖
∗ = 𝐶𝑜𝑣 Ƹ𝑠𝑖 + 𝑠𝑖 − Ƹ𝑠𝑖 ， Ƹ𝑠𝑖

∗

= 𝐶𝑜𝑣 Ƹ𝑠𝑖， Ƹ𝑠𝑖
∗ + 𝐶𝑜𝑣 𝑠𝑖 − Ƹ𝑠𝑖， Ƹ𝑠𝑖

∗

= 𝐶𝑜𝑣 Ƹ𝑠𝑖， Ƹ𝑠𝑖
∗

= 𝐶𝑜𝑣 Ƹ𝑠𝑖 − Ƹ𝑠𝑖
∗ + Ƹ𝑠𝑖

∗， Ƹ𝑠𝑖
∗

= 𝐶𝑜𝑣 Ƹ𝑠𝑖 − Ƹ𝑠𝑖
∗， Ƹ𝑠𝑖

∗ + 𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝑠𝑖
∗

= 𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝑠𝑖
∗

4.1.1两阶段最小二乘回归
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◼ 将𝐶𝑜𝑣 𝑠𝑖， Ƹ𝑠𝑖
∗ = 𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝑠𝑖

∗ 代入得

ො𝜌 =
𝐶𝑜𝑣 𝑌𝑖， Ƹ𝑠𝑖

∗

𝐶𝑜𝑣 𝑠𝑖， Ƹ𝑠𝑖
∗

◼ 在只有单个内生变量和单个工具变量的模型中，
2SLS估计值等于相应的间接最小二乘估计值，即工
具变量的估计值

◼ 当出现多元工具变量时，2SLS和工具变量之间的关
系还需进一步说明

第一阶段回归变为：

𝑠𝑖 = 𝑋𝑖
′𝜋10 + 𝜋11𝑍1𝑖 + 𝜋12𝑍2𝑖 + 𝜋13𝑍3𝑖 + 𝜉1𝑖

4.1.1两阶段最小二乘回归
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◼ 用出生季度作为工具变量进行2SLS回归求得的教育
的经济回报见下表

一个例子
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◼ 被解释变量

◼ 内生变量

◼ 工具变量

◼ 外生协变量

工具变量和2SLS术语
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◼ 一个不含协变量的因果回归模型：

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝜌𝑠𝑖 + 𝜂𝑖

◼ 假设工具变量𝑍𝑖为虚拟变量，𝑃 𝑍𝑖 = 1 = 𝑝，则

𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑍𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖𝑍𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝐸 𝑍𝑖

= 𝐸 𝑍𝑖𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 − 𝑝𝐸 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖

= 𝑝𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝑝ሺ
ሻ
𝑝𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 1 +

1 − 𝑝 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 0

= 𝑝 1 − 𝑝 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 0

◼ 同理可得

𝑐𝑜𝑣 𝑠𝑖 , 𝑍𝑖 = 𝑝 1 − 𝑝 𝐸 𝑠𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑠𝑖|𝑍𝑖 = 0

4.1.2瓦尔德估计值
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◼ 瓦尔德估计值为：

𝜌 =
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑍𝑖
𝑐𝑜𝑣 𝑠𝑖 , 𝑍𝑖

=
𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖|𝑍𝑖 = 0

𝐸 𝑠𝑖|𝑍𝑖 = 1 − 𝐸 𝑠𝑖|𝑍𝑖 = 0

◼ 工具变量识别因果效应的核心：

被解释变量与工具变量之间的唯一联系是工具变量通
过影响解释变量进而影响被解释变量

4.1.2瓦尔德估计值
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◼ 用出生季度作为工具变量得到的教育回报的瓦尔德估
计值和2SLS估计值

一个例子
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◼ 越战服役经历对退伍老兵收入的影响

用参军资格作为工具变量

一个例子
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◼ 家庭规模对母亲劳动力供给的影响

◼ 工具变量一：双胞胎；工具变量二：性别组成

一个例子

21



◼ 分组数据(grouped data)将瓦尔德估计值和2SLS估计

值联系在了一起：当用虚拟变量做工具变量时，
2SLS估计值实际上等于对一系列分组数据的组内均
值做广义最小二乘估计(GLS)

◼ 广义最小二乘估计：瓦尔德估计值的线性组合

◼ 有些工具变量看上去是连续的，我们可以对其分组

4.1.3分组数据和两阶段最小二乘
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◼ 𝑅𝑖：用以确定参军资格的随机数

◼ 𝑃 𝐷𝑖 = 1|𝑅𝑖 与𝑅𝑖有关：

随机数𝑅𝑖越小，获取参军资格的概率越大，志愿参军
的可能性越大；随机数𝑅𝑖越大，获取参军资格的概率越
小，志愿参军的可能性越小

◼ 我们可以构造更多的组别进行比较，从而得到一组线
性无关的瓦尔德估计值，每个瓦尔德估计值都一致地
估计出了相同的因果效应

如何获得一个单一的估计值？

一个例子
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◼ 对用来构造瓦尔德估计值的组内均值拟合直线

◼ 我们使用二元常因果效应模型：

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝜌𝐷𝑖 + 𝜂𝑖

其中，𝜌 = 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖是我们感兴趣的因果效应

因为𝐸 𝜂𝑖|𝑅𝑖 = 0，𝑃 𝐷𝑖 = 1|𝑅𝑖 = 𝐸 𝐷𝑖|𝑅𝑖 ，可得

𝐸 𝑌𝑖|𝑅𝑖 = 𝛼 + 𝜌𝑃 𝐷𝑖 = 1|𝑅𝑖

我们可以用𝐸 𝑌𝑖|𝑅𝑖 和𝑃 𝐷𝑖 = 1|𝑅𝑖 的样本值来拟合直线

令ത𝑦𝑖：𝐸 𝑌𝑖|𝑅𝑖 = 𝑗 ， Ƹ𝑝𝑖：𝑃 𝐷𝑖 = 1|𝑅𝑖 = 𝑗

ത𝑦𝑖 = 𝛼 + 𝜌 Ƹ𝑝𝑖 + ҧ𝜂𝑖

4.1.3分组数据和两阶段最小二乘
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◼ 分组方程往往是方差结构已知的异方差模型，可以使
用加权最小二乘法计算参数，权重为 ҧ𝜂𝑖的方差：
假设分组内部的数据残差项是同方差的，记为𝜎𝜂

2，

那么 ҧ𝜂𝑖的方差为
𝜎𝜂

2

𝑛𝑗
，其中𝑛𝑗是分组规模

◼ 运用广义最小二乘法从个分组数据中构造出的斜率是
任何个线性独立的瓦尔德估计值的渐进有效线性组合

◼ 由于每个瓦尔德估计值都是工具变量估计值，所以广
义最小二乘估计仍然是2SLS估计值

◼ 可以将任何使用一组虚拟变量做工具变量的2SLS估
计值理解为相应瓦尔德估计值的线性组合

4.1.3分组数据和两阶段最小二乘
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◼ 可视化工具变量(visual instrumental variables, VIV)

4.1.3分组数据和两阶段最小二乘
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4.2 2SLS的渐进推断



◼ 令𝑉𝑖 ≡ 𝑋𝑖
′, Ƹ𝑠𝑖 ′表示第二阶段回归中的回归元向量

◼ 2SLS估计值可以写为：

෠Γ2𝑆𝐿𝑆 ≡ ෍

𝑖

𝑉𝑖𝑉𝑖
′

−1

෍

𝑖

𝑉𝑖𝑌𝑖

其中，Γ ≡ 𝛼′𝜌′ 是相应的系数向量

෠Γ2𝑆𝐿𝑆 = Γ + σ𝑖 𝑉𝑖𝑉𝑖
′ −1σ𝑖 𝑉𝑖 𝜂𝑖 + 𝜌 𝑠𝑖 − Ƹ𝑠𝑖

= Γ + σ𝑖 𝑉𝑖𝑉𝑖
′ −1σ𝑖 𝑉𝑖 𝜂𝑖

◼ 斯拉茨基定理：将 σ𝑖 𝑉𝑖𝑉𝑖
′ −1σ𝑖 𝑉𝑖 𝜂𝑖中的样本拟合值

替换为总体拟合值并不改变其极限分布
(用 𝑋𝑖

′𝜋10 + 𝜋11𝑍𝑖 代替 Ƹ𝑠𝑖)

4.2.1两阶段最小二乘回归系数的渐进分布
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◼ ෠Γ2𝑆𝐿𝑆是渐进正态分布的，概率极限是Γ

◼ 统计量 σ𝑖 𝑉𝑖𝑉𝑖
′ −1 σ𝑖 𝑉𝑖𝑉𝑖

′ 𝜂𝑖
2 σ𝑖 𝑉𝑖𝑉𝑖

′ −1可一致地估

计出协方差矩阵，与最小二乘估计的标准误类似，这
个公式也是个三明治公式(sandwich formula)

◼ 给定协变量和工具变量，如果𝜂𝑖是条件同方差的，那
么对协方差矩阵的一致估计可简化为：

෍

𝑖

𝑉𝑖𝑉𝑖
′

−1

𝜎𝜂
2

4.2.1两阶段最小二乘回归系数的渐进分布
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◼ 过度识别：使用的工具变量个数大于内生变量的个数

◼ 记𝑍𝑖 ≡ 𝑋𝑖
′𝑍1𝑖 …𝑍𝑄𝑖 ′是由外生协变量和𝑄个工具变量

构成的向量

◼ 记𝑊𝑖 ≡ 𝑋𝑖
′𝑠𝑖 ′是由外生协变量和单个内生变量组成

的向量

◼ 因果模型(第二阶段)中的残差可以定义为：

𝜂𝑖 Γ ≡ 𝑌𝑖 − Γ′𝑊𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝛼′𝑋𝑖 + 𝜌𝑠𝑖

4.2.2过度识别与两阶段最小二乘的最小化元
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◼ 根据假设，𝐸 𝑍𝑖𝜂𝑖 Γ = 0，但这个方程不会严格成
立，因为据条件的个数大于Γ中待估计参数个数。故
其样本估计值为：

1

𝑁
෍𝑍𝑖𝜂𝑖 Γ ≡ 𝑚𝑁 Γ

◼ 2SLS实际上是一种广义矩估计值(GMM)，即求解使
上述等式所表示的样本矩最接近0的参数向量

◼ 由中心极限定理，样本矩向量 𝑁𝑚𝑁 Γ 的渐进协方
差矩阵为𝐸 𝑍𝑖𝑍𝑖

′𝜂𝑖 Γ
2 ，我们将其称为Λ

◼ 我们将𝑚𝑁 Γ 中的Γ替换为 ො𝑔，表示Γ的估计值

4.2.2过度识别与两阶段最小二乘的最小化元
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◼ 𝐸 𝑍𝑖𝜂𝑖 Γ = 0的最优广义矩估计值应该可以最小化
样本矩向量𝑚𝑁 ො𝑔 的二次型

◼ 在构造𝑚𝑁 ො𝑔 的二次型时，最优权重矩阵就是Λ−1

（实际中用Λ的一致估计来替代Λ）

◼ 我们要最小化的二次型为：

𝐽𝑁 ො𝑔 ≡ 𝑁𝑚𝑁 ො𝑔 Λ−1𝑚𝑁 ො𝑔

◼ 当残差为条件同方差时，通过最小化𝐽𝑁 ො𝑔 得到的估
计值正好是2SLS估计值；当条件同方差不成立时，
通过最小化𝐽𝑁 ො𝑔 得到的估计值就是White得到的两阶
段工具变量(2SLS的一般化)估计值

◼ 𝐽𝑁 ො𝑔 ：2SLS的最小化元
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◼ 因为𝜂𝑖是条件同方差的，所以

Λ = 𝐸 𝑍𝑖𝑍𝑖
′𝜂𝑖 Γ

2 = 𝐸 𝑍𝑖𝑍𝑖
′ 𝜎𝜂

2

用它来替代Λ−1并用𝑦， 𝑍和𝑊表示相应向量和矩阵的样本
值，于是需要最小化的二次型变为：

𝐽𝑁 ො𝑔 =
1

𝑁𝜎𝜂
2 𝑦 −𝑊 ො𝑔 ′𝑍𝐸 𝑍𝑖𝑍𝑖

′ −1𝑍′ 𝑦 −𝑊 ො𝑔

用样本的叉乘矩阵
𝑍′𝑍

𝑁
代替𝐸 𝑍𝑖𝑍𝑖

′ ，可得：

𝐽𝑁 ො𝑔 =
1

𝜎𝜂
2 𝑦 −𝑊 ො𝑔 ′𝑃𝑍 𝑦 −𝑊 ො𝑔

其中， 𝑃𝑍 = 𝑍 𝑍′𝑍 −1𝑍。由此得到二次型的解：

ො𝑔 = ෠Γ2𝑆𝐿𝑆 = 𝑊′𝑃𝑍𝑊
−1𝑊′𝑃𝑍𝑦
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◼ 通过求解2SLS的最小化元，我们也可得到检验过度
识别问题的统计量

◼ 由于假设残差和工具变量不相关，故

𝐽𝑁 ො𝑔 ~𝜒2 𝑄 − 1

◼ 通过比较2SLS最小化元的实际值和卡方分布的标准
值，我们可以对原假设𝐻0: 𝐸 𝑍𝑖𝜂𝑖 Γ = 0做统计检验
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◼ 考虑一组互斥的虚拟变量做工具变量的情况

◼ 假设一组互斥的虚拟变量可取𝐽个值，产生𝑁 × 1维的
拟合向量，其中每个工具变量都表示一个分组数据并
对应于该组数据中拟合出的条件均值

◼ 易知拟合值向量中每个分组数据的拟合值都会出现𝑛𝑗
次，并有σ𝑛𝑗 = 𝑁，工具变量的叉乘矩阵 𝑍′𝑍 是个

𝐽 × 𝐽对角阵，对角线元素为𝑛𝑗，故

መ𝐽𝑁 ො𝑔 =
1

𝜎𝜂
2෍

𝑗

𝑛𝑗 ത𝑦𝑖 − ො𝑔′ ഥ𝑊𝑗
2

ഥ𝑊𝑗：矩阵𝑊中处于第𝑗行的样本均值
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◼ 无需同方差假设时有效的两阶段工具变量过程的
最小化元：

መ𝐽𝑁 ො𝑔 =෍

𝑗

𝑛𝑗

𝜎𝑗
2 ത𝑦𝑖 − ො𝑔′ ഥ𝑊𝑗

2

其中， 𝜎𝑗
2是第𝑗组中𝑛𝑗的方差

◼ 2SLS估计值虽然不是有效的，但却还是一致的

◼ 过度识别统计量实际上度量了将ത𝑦𝑖和 ഥ𝑊𝑗连接起来
的直线的拟合优度

◼ 该统计量也是可视化工具变量回归散点图中对回
归直线拟合优度所做的卡方检验，自由度等于工
具变量和待估参数个数之差
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得到过度识别检验统计量的两种方法：

◼ 在同方差模型中，2SLS最小化元等于样本大小乘𝑅2，其
中𝑅2来自用2SLS的残差关于工具变量所进行的回归

𝑁
Ƹ𝜂′𝑃𝑧 Ƹ𝜂

Ƹ𝜂′ Ƹ𝜂

其中， Ƹ𝜂 = 𝑌 −𝑊 ෠Γ2𝑆𝐿𝑆，它是2SLS的残差向量

◼ “不同方法，同一结果”：

构造多个恰好识别的工具变量并用这些工具变量对相同的

因果关系进行识别，然后在不同结果之间进行比较。如果我
们把“所有可能的恰好识别估计值都相等”看作原假设，那
么对该原假设进行的检验实际上就是在构造瓦尔德检验。
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实际中使用过度识别检验需要注意的问题：

◼ መ𝐽𝑁 ො𝑔 度量了经过方差调整的拟合优度，过度识别统
计量倾向于偏低

◼ 由于工具变量估计值往往不精确，即使单个估计量显
示出足够的精确性，我们也不能因为某个工具变量估
计值和另一个工具变量估计值相差不大而感到欣喜

◼ 当工具变量估计值相当精确时，过度识别检验拒绝原
假设也并不意味着我们的识别策略错了，这可能是因
果效应的异质性造成的
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