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3.1 回归的基本原理



◼ “系统性随机性”的例子：教育水平和收入的关系

• 教育水平更高的人赚的更多，但这并不意味着教育水平的提
高导致(cause)了收入提升

• 教育水平能预测收入——使用CEF概括和总结这种预测能力

◼ 条件期望函数(Conditional Expection Function, CEF)

𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 ：给定𝑋𝑖不变时， 𝑌𝑖的期望或总体均值

①连续𝑌𝑖：𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝑥 =  𝑡𝑓𝑦 𝑡 𝑋𝑖 = 𝑥 𝑑𝑡

条件密度函数

②离散𝑌𝑖：𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝑥 = σ𝑡 𝑡𝑃(𝑌𝑖 = 𝑡|𝑋𝑖 = 𝑥)

条件概率质量函数

3.1.1 经济关系与条件期望函数

3



◼ 迭代期望律(the law of iterated expections, LIE)

𝐸 𝑌𝑖 = 𝐸 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖

◼ 证明：E 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝑢 𝑔𝑥 𝑢 𝑑𝑢

= න න𝑡𝑓𝑦 𝑡 𝑋𝑖 = 𝑢 𝑑𝑡 𝑔𝑥 𝑢 𝑑𝑢

=ඵ𝑡 𝑓𝑦 𝑡 𝑋𝑖 = 𝑢 𝑔𝑥 𝑢 𝑑𝑢𝑑𝑡

= න𝑡 න𝑓𝑦 𝑡 𝑋𝑖 = 𝑢 𝑔𝑥 𝑢 𝑑𝑢 𝑑𝑡

= න𝑡 න𝑓𝑥𝑦 𝑢, 𝑡 𝑑𝑢 𝑑𝑡 = න 𝑡𝑔𝑦 𝑡 𝑑𝑡 = 𝐸[𝑌𝑖]

3.1.1 经济关系与条件期望函数
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条件密度函数*边缘密度函数=联合密度函数

边缘密度函数



◼ 定理3.1.1 条件期望函数的分解性质

𝑌𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 + 𝜀𝑖

(i) 𝜀𝑖关于𝑋𝑖均值独立，即𝐸 𝜀𝑖 𝑋𝑖 = 0

(ii) 𝜀𝑖与关于𝑋𝑖的任何函数都不相关，即𝐸 ℎ 𝑋𝑖 𝜀𝑖 = 0

◼ 证明：

(i) 𝐸 𝜀𝑖 𝑋𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 𝑋𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 0

(ii) 𝐸 ℎ 𝑋𝑖 𝜀𝑖 = 𝐸 𝐸 ℎ 𝑋𝑖 𝜀𝑖 𝑋𝑖 = 𝐸 ℎ 𝑋𝑖 𝐸 𝜀𝑖 𝑋𝑖 = 0

3.1.1 经济关系与条件期望函数
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◼ 定理3.1.2 条件期望函数的预测性质

令𝑚(𝑋𝑖)是关于𝑋𝑖的任何函数，CEF是下面问题的解：

𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑚 𝑋𝑖

𝐸[ 𝑌𝑖 −𝑚 𝑋𝑖
2
]

条件期望函数就是给定𝑋𝑖后，对𝑌𝑖的最小均方误预测

◼ 证明：

𝑌𝑖 −𝑚(𝑋𝑖)
2 = 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 + (𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 −𝑚(𝑋𝑖))

2

= 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖
2 + 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 −𝑚 𝑋𝑖

2

不包含𝑚(𝑋𝑖) 𝑚 𝑋𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 最小化

+2 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 × 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 −𝑚 𝑋𝑖

可以写成ℎ 𝑋𝑖 𝜖𝑖，其期望为0

3.1.1 经济关系与条件期望函数
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◼ 定理3.1.3 方差分析(ANOVA)定理

𝑉 𝑌𝑖 = 𝑉(𝐸[𝑌𝑖|𝑋𝑖]) + 𝐸[𝑉(𝑌𝑖|𝑋𝑖)]

其中𝑉(∙)表示方差， 𝑉(𝑌𝑖|𝑋𝑖)表示给定𝑋𝑖下𝑌𝑖的条件方差

◼ 证明：

𝑌𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 + 𝜀𝑖

𝑉 𝑌𝑖 = 𝑉 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 + 𝑉(𝜀𝑖)

𝑉 𝜀𝑖 = 𝐸 𝜀𝑖
2 = 𝐸 𝐸 𝜀𝑖

2 𝑋𝑖 = 𝐸[𝑉(𝑌𝑖|𝑋𝑖)]

𝜀𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖

𝐸 𝜀𝑖
2 𝑋𝑖 = 𝑉(𝑌𝑖|𝑋𝑖)

3.1.1 经济关系与条件期望函数
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◼ 回归系数向量：(𝑘 × 1)

𝛽 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑏

𝐸[ 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
′𝑏 2]

由一阶条件可得：

𝐸 𝑋𝑖(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
′𝑏) = 0

总体残差𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
′𝛽与回归元𝑋𝑖不相关：

𝐸 𝑋𝑖(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
′𝛽) = 𝐸 𝑋𝑖𝑒𝑖 = 0

◼ 最小二乘估计的解：

𝛽 = 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1𝐸 𝑋𝑖𝑌𝑖

𝑆 𝑏 = 𝐸 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
′𝑏 2 = 𝐸(𝑌𝑖

2) − 2𝑏′𝐸(𝑋𝑖𝑌𝑖) + 𝑏′𝐸(𝑋𝑖𝑋𝑖′)𝑏
𝜕𝑆(𝑏)

𝜕𝑏
= −2𝐸(𝑋𝑖𝑌𝑖) + 2𝐸(𝑋𝑖𝑋𝑖′)𝛽 = 0

3.1.2 线性回归与条件期望函数
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◼ 单一回归元𝑥𝑖 ， 𝛽1 =
𝑐𝑜𝑣(𝑌𝑖,𝑋𝑖)

𝑉(𝑋𝑖)
，𝛼 = 𝐸 𝑌𝑖 − 𝛽1𝐸[𝑋𝑖]

◼ 解构回归(regression anatomy)

多变量时，第𝑘个回归元的斜率系数是：𝛽𝑘 =
𝑐𝑜𝑣(𝑌𝑖, 𝑥𝑘𝑖)

𝑉( 𝑥𝑘𝑖)

其中， 𝑥𝑘𝑖是将𝑥𝑘𝑖关于其他回归元回归后得到的残差项

◼ 证明：

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝑥1𝑖 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘𝑖 +⋯+ 𝛽𝐾𝑥𝐾𝑖 + 𝑒𝑖

𝑥𝑘𝑖是所有回归元的线性组合，与𝑒𝑖不相关

𝑥𝑘𝑖是回归后的残差项，与其他回归元不相关

𝑥𝑘𝑖与𝑥𝑘𝑖的协方差就是𝑉(𝑥𝑘𝑖)

𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑥𝑘𝑖 = 𝛽𝑘𝑉(𝑥𝑘𝑖)
9

3.1.2 线性回归与条件期望函数



◼ 定理3.1.4  线性条件期望函数（回归的理由I）

如果CEF是线性的，那么总体回归方程就是它

◼ 证明：

假设𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖
′𝛽∗，其中𝛽∗是某𝑘 × 1维向量

由CEF分解性质：

𝐸 𝑋𝑖 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 0

将𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖
′𝛽∗代入：

𝛽∗ = 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1𝐸 𝑋𝑖𝑌𝑖 = 𝛽

◼ 问题：在什么条件下，CEF是线性的？
• 经典方案：加上联合正态分布假设（离散变量有局限性）

• 另一线性化方案：饱和回归模型
10

3.1.2 线性回归与条件期望函数



◼ 定理3.1.5 最优线性估计量定理（回归的理由II）

在最小均方误的意义下，给定𝑋𝑖，函数𝑋𝑖′𝛽是对𝑌𝑖的最
优线性估计量

◼ 证明：

𝛽 = 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1𝐸 𝑋𝑖𝑌𝑖 是总体的最小方差问题(3.1.2)的解

定理3.1.2：

给定𝑋𝑖，在所有关于𝑋𝑖的函数中，条件期望函数
𝐸[𝑌𝑖|𝑋𝑖]能最好地(MMSE)预测𝑌𝑖

定理3.1.5：

在所有关于𝑋𝑖的线性函数中，总体回归函数𝑋𝑖′𝛽能最好
地(MMSE)预测𝑌𝑖

3.1.2 线性回归与条件期望函数
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◼ 定理3.1.6 条件期望函数的回归定理（回归的理由III ）

在最小均方误的意义下，函数𝑋𝑖′𝛽提供了对𝐸[𝑌𝑖|𝑋𝑖]
的最优线性近似，即：

𝛽 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑏

𝐸{ 𝐸[𝑌𝑖|𝑋𝑖] − 𝑋𝑖
′𝑏 2}

◼ 证明：

观察到𝛽是最小二乘估计的解，记：

𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
′𝑏 2 = 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 + (𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋𝑖

′𝑏)
2

= 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖
2 + 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋𝑖

′𝑏 2

+2 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 × 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋𝑖
′𝑏

条件期望函数的线性近似问题和总体最小二乘问题相同

3.1.2 线性回归与条件期望函数
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◼ 定理3.1.6——CEF回归定理的理解：

可以通过将𝐸[𝑌𝑖|𝑋𝑖]当做被解释变量进行回归来得到回
归系数，不需要用𝑌𝑖

◼ 证明：

(i) 假定𝑋𝑖是离散随机变量，其概率质量函数为𝑔𝑥(𝑢)：

𝐸 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋𝑖
′𝑏 2 =

𝑢

𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝑢 − 𝑢′𝑏 2 𝑔𝑥(𝑢)

可对𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 = 𝑢 关于𝑢进行加权最小二乘(WLS)来得到
𝛽，其中𝑢取遍𝑋𝑖的可能取值

(ii) 在关于𝛽的公式中使用迭代期望律：

𝛽 = 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1𝐸 𝑋𝑖𝑌𝑖 = 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖

′ −1𝐸 𝑋𝑖𝐸(𝑌𝑖|𝑋𝑖)

3.1.2 线性回归与条件期望函数
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◼ 假设向量𝑊𝑖 ≡ (𝑌𝑖 𝑋𝑖′)′在大小为𝑁的样本中独立同分布

总体一阶矩𝐸[𝑊𝑖]的样本估计：
1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 𝑊𝑖 (大数定理)

总体二阶矩𝐸[𝑊𝑖𝑊𝑖′]的样本估计：
1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 𝑊𝑖𝑊𝑖’

◼ 𝜷的最小二乘(OLS)估计量：

መ𝛽 = 

𝑖

𝑋𝑖𝑋𝑖′

−1



𝑖

𝑋𝑖𝑌𝑖

◼ መ𝛽的渐进样本分布，完全依赖与对被估计量的定义和对
数据来自随机样本的假设

3.1.3 渐进最小二乘推断
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1. 大数定理(The law of Large Numbers)

样本矩依概率收敛于相应的总体矩

2. 中心极限定理(The Central Limit Theorem)

样本矩是渐进正态分布的（在减去总体矩，除以样本
规模的平方根后），渐进协方差矩阵由相应随机变量的
方差给出

3. 斯拉茨基定理(Slutsky’s Theorem)

𝑎𝑁是具有渐进分布的一个统计量，𝑏𝑁是具有极限概
率𝑏的一个随机变量

(1) 𝑎𝑁 + 𝑏𝑁和𝑎𝑁 + 𝑏有相同的渐进分布

(2) 𝑎𝑁𝑏𝑁和𝑎𝑁𝑏有相同的渐进分布

3.1.3 渐进最小二乘推断
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4. 连续映射定理(The Continuous Mapping Theorem)

函数ℎ(𝑏𝑁)的概率极限是ℎ(𝑏)，其中𝑝𝑙𝑖𝑚 𝑏𝑁 = 𝑏，函
数ℎ(∙)在𝑏处连续

5. 德尔塔法(The Delta Method)

如果随机变量𝑏𝑁是渐进正态分布的，其协方差矩阵
是Ω，𝑝𝑙𝑖𝑚 𝑏𝑁 = 𝑏， ℎ(∙)是连续可微的函数，具有梯度
∇ℎ(𝑏)，那么ℎ(𝑏𝑁)的渐进分布是正态的，其协方差矩阵
为∇ℎ(𝑏)′Ω∇ℎ(𝑏)

“ℎ(𝑏𝑁)的渐进分布”实际上指 𝑛(ℎ 𝑏𝑁 − ℎ(𝑏))的
渐进分布

3.1.3 渐进最小二乘推断
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◼ 使用斯拉茨基定理和中心极限定理：

𝑌𝑖 = 𝑋𝑖
′𝛽 + 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

′𝛽 ≡ 𝑋𝑖
′𝛽 + 𝑒𝑖

𝛽 = 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1𝐸 𝑋𝑖𝑌𝑖

መ𝛽 = [σ𝑖𝑋𝑖𝑋𝑖′]
−1σ𝑖𝑋𝑖𝑌𝑖

用𝑌𝑖 = 𝑋𝑖
′𝛽 + 𝑒𝑖替换 መ𝛽中的𝑌𝑖：

መ𝛽 = 𝛽 + σ𝑋𝑖𝑋𝑖′
−1σ𝑋𝑖𝑒𝑖

𝑁 መ𝛽 − 𝛽 = 𝑁 σ𝑋𝑖𝑋𝑖′
−1 1

𝑁
σ𝑋𝑖𝑒𝑖 → 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖

′ −1 1

𝑁
σ𝑋𝑖𝑒𝑖

由CLT：渐进正态分布，均值0，协方差矩阵𝐸[𝑋𝑖𝑋𝑖′𝑒𝑖
2]

◼ መ𝛽是概率极限为𝛽，协方差矩阵为

𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖

′𝑒𝑖
2 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖

′ −1

的渐进正态分布

3.1.3 渐进最小二乘推断
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◼ 异方差修正标准误/怀特标准误/稳健标准误

用估计残差ෝ𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
′ መ𝛽，构造四阶矩矩阵σ[𝑋𝑖𝑋𝑖′ෝ𝑒𝑖

2] /𝑁

◼ 软件默认的标准误(同方差假设)：𝐸 𝑒𝑖
2 𝑋𝑖 = 𝜎2

𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′𝑒𝑖

2 = 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′𝐸 𝑒𝑖

2 𝑋𝑖 = 𝜎2𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′

መ𝛽的渐进协方差矩阵简化为：

𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖

′𝑒𝑖
2 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖

′ −1

= 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1𝜎2𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖

′ 𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1

= 𝜎2𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑖
′ −1

◼ 将回归看作对CEF的近似，异方差：

𝐸 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
′𝛽 2 𝑋𝑖

= 𝐸 𝑌𝑖 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 + 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋𝑖
′𝛽 𝑋𝑖

= V 𝑌𝑖 𝑋𝑖 + 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋𝑖
′𝛽 2

3.1.3 渐进最小二乘推断
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◼ 饱和(saturated)回归模型

具有离散解释变量的回归模型，对解释变量的每一个
可能取值，该模型都存在一个参数与之对应

◼ 考虑𝑆𝑖 = 0,1,2,⋯ , 𝜏，针对𝑆𝑖的饱和模型是：

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝑑1𝑖 + 𝛽2𝑑2𝑖 +⋯+ 𝛽𝜏𝑑𝜏𝑖 + 𝜀𝑖

其中，𝑑𝑗𝑖 = 1[𝑆𝑖 = 𝑗]是虚拟变量/示性函数，表示个体是

否接受了j年的教育

𝛽𝑗是受教育水平为j年级所带来的效应：

𝛽𝑗 = 𝐸 𝑌𝑖 𝑆𝑖 = 𝑗 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑆𝑖 = 0

其中，𝛼 = 𝐸 𝑌𝑖 𝑆𝑖 = 0

3.1.4 饱和模型、主效应和回归的其他讨论
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◼ 主效应(main effect)：虚拟变量的系数

◼ 交互项：两个虚拟变量的乘积

◼ Eg. 𝑥1𝑖表示大学毕业， 𝑥2𝑖表示女性

𝐸 𝑌𝑖 𝑥1𝑖 = 0, 𝑥2𝑖 = 0 = 𝛼
𝐸 𝑌𝑖 𝑥1𝑖 = 1, 𝑥2𝑖 = 0 = 𝛼 + 𝛽1
𝐸 𝑌𝑖 𝑥1𝑖 = 0, 𝑥2𝑖 = 1 = 𝛼 + 𝛾
𝐸 𝑌𝑖 𝑥1𝑖 = 1, 𝑥2𝑖 = 1 = 𝛼 + 𝛽1 + 𝛾 + 𝛿1

有两个主效应和一个交互项的参数化过程：
𝐸 𝑌𝑖 𝑥1𝑖 , 𝑥2𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛾𝑥2𝑖 + 𝛿1(𝑥1𝑖𝑥2𝑖)

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝑥1𝑖 + 𝛾𝑥2𝑖 + 𝛿1(𝑥1𝑖𝑥2𝑖) + 𝜀𝑖

3.1.4 饱和模型、主效应和回归的其他讨论
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◼ 将作为多值变量的教育变量与性别变量结合起来：

𝑌𝑖 = 𝛼 +

𝑗=1

𝜏

𝛽𝑗𝑑𝑗𝑖 + 𝛾𝑥2𝑖 +

𝑗=1

𝜏

𝛿𝑗(𝑑𝑗𝑖 𝑥2𝑖) + 𝜀𝑖

◼ 不包含交互项时，只有主效应相加的模型

◼ 只包含交互项，省略主效应的模型：

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛾𝑥2𝑖 +

𝑗=1

𝜏

𝛿𝑗(𝑑𝑗𝑖 𝑥2𝑖) + 𝜀𝑖

◼ 饱和模型能够完美拟合CEF，这个性质与𝑌𝑖的分布无关

(线性条件期望函数定理的重要特例)

3.1.4 饱和模型、主效应和回归的其他讨论
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3.2 回归与因果关系



◼ 如果对于给定的总体，CEF刻画了平均潜在结果之间的
不同，那么这个CEF具有因果性

◼ 条件独立假设(conditional independence assumption, 
CIA) 是能对回归赋予因果解释的核心假设

◼ 教育回报问题：虚拟变量𝐶𝑖表示是否上大学

潜在结果 = ቊ
𝑌1𝑖 𝑖𝑓 𝐶𝑖 = 1
𝑌0𝑖 𝑖𝑓 𝐶𝑖 = 0

𝑌𝑖 = 𝑌0𝑖 + (𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖)𝐶𝑖

𝐸 𝑌𝑖 𝐶𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝐶𝑖 = 0

观察到的收入差距
= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐶𝑖 = 1 + 𝐸 𝑌0𝑖 𝐶𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 𝐶𝑖 = 0

处理的平均因果效应 选择性偏误

3.2.1 条件独立假设
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◼ 条件独立假设(CIA)指的是给定观察到的特点𝑋𝑖，选
择性偏误消失

𝑌0𝑖 , 𝑌1𝑖 ⊥ |𝑋𝑖

其中，符号“⊥”表示 𝑌0𝑖 , 𝑌1𝑖 与𝐶𝑖之间相互独立

𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 , 𝐶𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 , 𝐶𝑖 = 0 = 𝐸[𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖|𝑋𝑖]

◼ 将CIA拓展到因果变量可取多值：

受教育年数𝑆𝑖，个体收入函数𝑌𝑠𝑖 ≡ 𝑓𝑖(𝑠)

◼ 更一般的条件下，CIA变为：

𝑌𝑖 ⊥ 𝑆𝑖|𝑋𝑖，∀𝑠

在许多随机试验中， 𝑆𝑖在给定𝑋𝑖下随机分配，CIA成立

3.2.1 条件独立假设
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◼ 给定𝑋𝑖，多接受一年教育带来的平均因果效应：

𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 , 𝑆𝑖 = 𝑠 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 , 𝑆𝑖 = 𝑠 − 1
= 𝐸[𝑓𝑖 𝑠 − 𝑓𝑖 𝑠 − 1 |𝑋𝑖]

◼ 高中毕业的平均因果效应：
𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 , 𝑆𝑖 = 12 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 , 𝑆𝑖 = 11
= 𝐸 𝑓𝑖 12 𝑥𝑖 , 𝑆𝑖 = 12 − 𝐸 𝑓𝑖 11 𝑥𝑖 , 𝑆𝑖 = 11
= 𝐸 𝑓𝑖 12 − 𝑓𝑖 11 𝑋𝑖，𝑆𝑖 = 12
= 𝐸[𝑓𝑖 12 − 𝑓𝑖 11 |𝑋𝑖]

◼ 高中毕业的无条件因果效应：
𝐸 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 , 𝑆𝑖 = 12 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 , 𝑆𝑖 = 11
= 𝐸 𝐸 𝑓𝑖 12 − 𝑓𝑖 11 𝑋𝑖
= 𝐸[𝑓𝑖 12 − 𝑓𝑖 11 ]

3.2.1 条件独立假设
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◼ 回归——自动将CIA转化成需要估计的因果效应

(i) 假设𝑓𝑖 𝑠 是关于𝑠线性的，只有误差项𝜂𝑖因人而异

(ii) 𝑓𝑖 𝑠 未必关于𝑠线性的，允许𝑓𝑖 𝑠 因人而异、非线性

◼ (i) 线性的、因果效应为常数的模型，假设：

𝑓𝑖 𝑠 = 𝛼 + 𝜌𝑠 + 𝜂𝑖

误差项𝜂𝑖均值为0，用以捕捉决定潜在收入的其他不可观
测因素，将观察到的𝑠𝑖代入上式：

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝜌𝑆𝑖 + 𝜂𝑖

𝑠𝑖可能与潜在结果𝑓𝑖(𝑠)相关，即与𝜂𝑖相关

26
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◼ (ii) 给定一系列可观察的协变量𝑋𝑖，CIA成立，分解潜
在收入水平的随机项：

𝜂𝑖 = 𝑋𝑖
′𝛾 + 𝑣𝑖

其中， γ是总体回归系数所成向量，假设𝐸 𝜂𝑖 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖
′𝛾

𝑣𝑖与𝑋𝑖不相关，由CIA有：

𝐸 𝑓𝑖 𝑠 𝑋𝑖 , 𝑆𝑖 = 𝐸 𝑓𝑖 𝑠 𝑋𝑖
= 𝛼 + 𝜌𝑠 + 𝐸 𝜂𝑖 𝑋
= 𝛼 + 𝜌𝑠 + Xi

′γ

◼ 线性模型

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝜌𝑠𝑖 + 𝑋𝑖
′𝛾 + 𝑣𝑖

的残差项与回归元𝑠𝑖以及𝑋𝑖都不相关，回归系数𝜌就是我
们感兴趣的因果效应

3.2.1 条件独立假设
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◼ 遗漏变量偏误(omitted variable bias)公式

描述的是当回归包含不同的控制变量时，回归结果之
间存在的关系，也即长、短回归方程估计系数之间的关系

在不含控制变量的较短的回归方程中得到的系数被认
为是有偏的(biased)

◼ 研究教育回报的回归方程：

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝜌𝑠𝑖 + 𝐴𝑖
′𝛾 + 𝑒𝑖

其中𝛼，𝜌和𝛾是总体回归系数，𝑒𝑖是回归残差，回归残差
与所有回归元都无关，𝐴𝑖是控制变量，简化为由家庭背景、
智力和动机组成的“能力”

给定𝐴𝑖，如果CIA成立，这里的𝜌就是线性的、常数因
果效应模型中的𝜌

3.2.2 遗漏变量偏误公式

28



◼ 遗漏变量偏误公式(Omitted Variable Bias Formula)
𝑐𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑆𝑖)

𝑉(𝑆𝑖)
= 𝜌 + 𝛾′𝛿𝐴𝑠

其中， 𝛿𝐴𝑠是对𝐴𝑖关于𝑆𝑖回归得到的参数

◼ 遗漏变量偏误与解构回归公式：

当遗漏变量和纳入回归方程的变量不相关时，长回归
和短回归得到的系数是一样的

3.2.2 遗漏变量偏误公式
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◼ 不合格的控制变量：本身可作为被解释变量的变量

◼ 合格的控制变量：当选定回归元后，其取值已经固定
给出的变量

◼ 不合格的控制变量带来的问题——选择偏误

考虑大学教育对收入的影响，同时还可以在白领和蓝
领之间进行职业选择

职业选择和教育水平、收入都高度相关，它是不是遗
漏变量？——在同一类职业中考察教育对收入的影响

存在的问题：考虑教育水平影响职业选择，即使教育
水平随机分配，同一职业内不同教育水平下的工资差异
不可相互比较

3.2.3 不合格的控制变量
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◼ 大学教育/职业选择：

𝑊𝑖表示个体𝑖是否为白领工人，收入水平为𝑌𝑖

接受或不接受大学教育都带来收入水平和职业选择的
两种不同潜在结果，分别记为 𝑌1𝑖，𝑌0𝑖 和 𝑊1𝑖，𝑊0𝑖

𝑌𝑖 = 𝐶𝑖𝑌1𝑖 + (1 − 𝐶𝑖)𝑌0𝑖

𝑊𝑖 = 𝐶𝑖𝑊1𝑖 + (1 − 𝐶𝑖)𝑊0𝑖

其中， 𝐶𝑖 = 1表示大学毕业水平， 𝐶𝑖 = 0为其他；假设
𝐶𝑖随机分配，它独立与所有的潜在结果

𝐸 𝑌𝑖 𝐶𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝐶𝑖 = 0 = 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖

𝐸 𝑊𝑖 𝐶𝑖 = 1 − 𝐸 𝑊𝑖 𝐶𝑖 = 0 = 𝐸 𝑊1𝑖 −𝑊0𝑖

3.2.3 不合格的控制变量
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◼ 给定白领职业(𝑊𝑖 = 1)，考虑大学毕业生和非大学毕业
生的收入差距：

𝐸 𝑌𝑖 𝑊𝑖 = 1, 𝐶𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑊𝑖 = 1, 𝐶𝑖 = 0

= 𝐸 𝑌1𝑖 𝑊1𝑖 = 1, 𝐶𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 𝑊0𝑖 = 1, 𝐶𝑖 = 0

= 𝐸 𝑌1𝑖 𝑊1𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 𝑊0𝑖 = 1

= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝑊1𝑖 = 1 + {𝐸 𝑌0𝑖 𝑊1𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 𝑊0𝑖 = 1 }

因果效应 选择性偏误

◼ 不合格控制变量带来的问题：相比较的是不同事物

◼ 选择偏误项反映出大学学历会改变白领工人组成

◼ 这个例子的选择偏误符号不确定，但很可能为负

3.2.3 不合格的控制变量
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◼ 使用代理变量做控制变量：

即纳入回归方程的变量可能部分的控制遗漏变量，但
是它本身被我们感兴趣的变量影响

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝜌𝑆𝑖 + 𝛾𝑎𝑖 + 𝑒𝑖

控制变量为表示能力的数值变量𝑎𝑖，可视为八年级时
学生的智力检测分数，𝐸[𝑆𝑖𝑒𝑖] = 𝐸[𝑎𝑖𝑒𝑖] = 0

𝑎𝑖是在个体做出𝑆𝑖决策之前做出的，是好的控制变量

另一度量能力的指标𝑎𝑙𝑖是在个体接受完教育后得到的
𝑎𝑙𝑖 = 𝜋0 + 𝜋1𝑆𝑖 + 𝜋2𝑎𝑖

𝑌𝑖 = 𝛼 − 𝛾
𝜋0
𝜋2

+ 𝜌 − 𝛾
𝜋1
𝜋2

𝑆𝑖 +
𝛾

𝜋2
𝑎𝑙𝑖 + 𝑒𝑖

𝛾、 𝜋1和𝜋2都为正，只有𝜋1很小时，才接近因果效应

3.2.3 不合格的控制变量
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◼ 对被解释变量添加不合格的控制变量：

如果想在对教育回报的研究获得带有因果性的结果，
就不要在回归方程中加入职业作为控制变量

◼ 遗漏变量偏误公式——当不存在控制变量时，关于𝑆𝑖
做回归产生的系数是𝜌 + 𝛾𝛿𝑎𝑠，其中𝛿𝑎𝑠是对𝑎𝑖关于𝑆𝑖
进行回归得到的系数

◼ 使用代理控制变量：

得到的系数比没有控制变量情况下更接近于𝜌

◼ 挑选控制变量的准则：

考虑控制变量被决定的时间，一般在我们感兴趣的变
量产生前就被决定的变量都是好的控制变量

3.2.3 不合格的控制变量
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