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◼ 回归和匹配都是用来控制协变量的研究策略

◼ 相同的核心假设：条件独立假设

◼ 回归是一种匹配估计量

◼ 一个例子：志愿服兵役对之后收入水平的影响
𝐷𝑖 表示个体𝑖是否参军，协变量 𝑋𝑖 是离散的

𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = 0
= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷𝑖 = 1 + 𝐸 𝑌0𝑖 𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 𝐷𝑖 = 0

◼ 条件独立假设： 𝑌0𝑖 , 𝑌1𝑖 ⊥ 𝐷𝑖ห𝑋𝑖

回归与匹配
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◼ 定义处理效应： 𝛿𝑇𝑂𝑇 ≡ 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷𝑖 = 1
= 𝐸 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖𝑖 𝐷𝑖 = 1 𝐷𝑖 = 1
= 𝐸 𝐸 𝑌1𝑖 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 1 𝐷𝑖 = 1
= 𝐸 𝐸 𝑌1𝑖 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 0 𝐷𝑖 = 1
= 𝐸 𝛿𝑋ȁ𝐷𝑖 = 1

其中𝛿𝑋 ≡ 𝐸 𝑌1𝑖 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 0

◼ 离散形式： 𝛿𝑇𝑂𝑇 = σ𝑥 𝛿𝑥𝑃 𝑋𝑖 = 𝑥 𝐷𝑖 = 1

◼ 无条件平均处理效应：
𝛿𝐴𝑇𝐸 = 𝐸 𝑌1𝑖 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌0𝑖 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 0

=෍

𝑥

𝛿𝑥𝑃 𝑋𝑖 = 𝑥 = 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖

匹配的数学表达
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◼ 𝑌𝑖 = σ𝑥 𝑑𝑖𝑥𝛼𝑥 + 𝛿𝑅𝐷𝑖 + 𝑒𝑖

其中𝑑𝑖𝑥是虚拟变量，当𝑋𝑖 = 𝑥时， 𝑑𝑖𝑥 = 1
𝛼𝑥估计𝑋𝑖 = 𝑥对收入的影响， 𝛿𝑅 是回归估计量

◼ 𝛿𝑅 =
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖, ෩𝐷𝑖

𝑉 ෩𝐷𝑖

=
𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖 𝑌𝑖

𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖
2 =

𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝐷𝑖 ,𝑋𝑖

𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖
2

◼ 展开条件期望： 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝐷𝑖 ,𝑋𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝐷𝑖 = 0,𝑋𝑖 + 𝛿𝑋𝐷𝑖

◼ 分子化简为：𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝐷𝑖 ,𝑋𝑖
= 𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝐷𝑖 = 0,𝑋𝑖
+ 𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖 𝛿𝑥𝐷𝑖

= 𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖
2
𝛿𝑋

回归的数学表达
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◼ 𝛿𝑅 =
𝐸 𝐷𝑖−𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖

2
𝛿𝑋

𝐸 𝐷𝑖−𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖
2

=
𝐸 𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖

2
ห𝑋𝑖 𝛿𝑋

𝐸 𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖
2
ห𝑋𝑖

=
𝐸 𝜎𝐷

2 𝑋𝑖 𝛿𝑋

𝐸 𝜎𝐷
2 𝑋𝑖

其中𝜎𝐷
2 𝑋𝑖 是给定𝑋𝑖下𝐷𝑖的条件方差

𝜎𝐷
2 𝑋𝑖 ≡ 𝐸 𝐷𝑖 − 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖

2
ห𝑋𝑖

◼ 回归模型的参数是匹配模型参数的加权平均

回归与匹配的联系
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◼ 𝜎𝐷
2 𝑋𝑖 = 𝑃 𝐷𝑖 = 1 𝑋𝑖 1 − 𝑃 𝐷𝑖 = 1 𝑋𝑖

◼ 回归估计量：𝛿𝑅 =
𝐸 𝜎𝐷

2 𝑋𝑖 𝛿𝑥

𝐸 𝜎𝐷
2 𝑋𝑖

=

σ𝑥 𝛿𝑥 𝑃 𝐷𝑖=1ห𝑋𝑖=𝑥 1−𝑃 𝐷𝑖=1ห𝑋𝑖=𝑥 𝑃(𝑋𝑖=𝑥)

σ𝑥 𝑃 𝐷𝑖=1ห𝑋𝑖=𝑥 1−𝑃 𝐷𝑖=1ห𝑋𝑖=𝑥 𝑃(𝑋𝑖=𝑥)

◼ 匹配估计量： 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷𝑖 = 1 =

σ𝑥 𝛿𝑥𝑃 𝑋𝑖 = 𝑥 𝐷𝑖 = 1 =
σ𝑥 𝛿𝑥𝑃 𝐷𝑖=1ห𝑋𝑖=𝑥 𝑃 𝑋𝑖=𝑥

σ𝑥 𝑃 𝐷𝑖=1ห𝑋𝑖=𝑥 𝑃 𝑋𝑖=𝑥

其中P 𝑋𝑖 = 𝑥 𝐷𝑖 = 1 =
𝑃 𝐷𝑖 = 1 𝑋𝑖 = 𝑥 𝑃 𝑋𝑖=𝑥

𝑃(𝐷𝑖=1)

◼ 𝑃 𝐷𝑖 = 1ห𝑋𝑖 = 𝑥 =
1

2
时条件方差最大

回归与匹配的联系
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◼ 表3.3.1的结果显示，回归和匹配两种方法得到的结果
类似

◼ 回归和匹配的区别：处理效应 𝛿𝑋 加权平均的权重不
同。匹配权重——处理组中协变量的分布，回归权
重——条件方差

◼ 匹配法最大权重在概率最大的的个体处理效应组，回
归最大权重在条件方差最大的个体处理效应组

回归与匹配
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◼ 假设表示处理水平的变量 𝑆𝑖 是连续分布的随机变量
条件期望函数 ℎ 𝑡 ≡ 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑆𝑖 = 𝑡 ，其导数 ℎ′ 𝑡
用 𝑆𝑖 对 𝑌𝑖 做回归有：
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖 , 𝑆𝑖
𝑉 𝑆𝑖

=
𝐸 𝑌𝑖 𝑆𝑖 − 𝐸 𝑆𝑖
𝐸 𝑆𝑖 𝑆𝑖 − 𝐸 𝑆𝑖

=
𝐸 ℎ 𝑆𝑖 𝑆𝑖 − 𝐸 𝑆𝑖
𝐸 𝑆𝑖 𝑆𝑖 − 𝐸 𝑆𝑖

◼ 由微积分基本定理，分子

𝐸 ℎ 𝑆𝑖 𝑆𝑖 − 𝐸 𝑆𝑖 = න
−∞

∞

න
−∞

𝑢

ℎ′ 𝑡 𝑢 − 𝐸 𝑆𝑖 𝑔 𝑢 𝑑𝑢𝑑𝑡

= න
−∞

∞

ℎ′ 𝑡 න
−∞

𝑢

𝑢 − 𝐸 𝑆𝑖 𝑔 𝑢 𝑑𝑢𝑑𝑡

𝑔 𝑢 是在 𝑢 处 𝑆𝑖 的密度函数

有序处理和连续处理
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◼ 内层积分定义为：

𝜇𝑡 ≡ 𝐸 𝑆𝑖ȁ𝑆𝑖 ≥ 𝑡 − 𝐸 𝑆𝑖ȁ𝑆𝑖 < 𝑡 𝑃 ȁ𝑆𝑖 ≥ 𝑡 1 − 𝑃 ȁ𝑆𝑖 ≥ 𝑡

𝐸 𝑌𝑖 𝑆𝑖 − 𝐸 𝑆𝑖
𝐸 𝑆𝑖 𝑆𝑖 − 𝐸 𝑆𝑖

=
′ℎ׬ 𝑡 𝜇𝑡 𝑑𝑡

׬ 𝜇𝑡 𝑑𝑡

◼ 加入协变量：
𝐸 𝑌𝑖 𝑆𝑖−𝐸 𝑆𝑖ห𝑋𝑖

𝐸 𝑆𝑖 𝑆𝑖−𝐸 𝑆𝑖ห𝑋𝑖
=

𝐸 ׬ ℎ𝑋
′ 𝑡 𝜇𝑡𝑋 ⅆ𝑡

𝐸 ׬ 𝜇𝑡𝑋 ⅆ𝑡

◼ ℎ𝑋
′ 𝑡 =

𝜕𝐸 𝑌𝑖ห𝑋𝑖,𝑆𝑖=1

𝜕𝑡

◼ 𝜇𝑡𝑋 ≡ 𝐸 𝑆𝑖ȁ𝑋𝑖 , 𝑆𝑖 ≥ 𝑡 − 𝐸 𝑆𝑖ȁ𝑋𝑖 , 𝑆𝑖 < 𝑡 ቄ

ቅ

𝑃 ቀ

ቁ

ቚ𝑆𝑖 ≥

𝑡ห𝑋𝑖 1 − 𝑃 ȁ𝑆𝑖 ≥ 𝑡ห𝑋𝑖
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◼ 定义协变量向量的值函数为倾向得分

𝑝 𝑋𝑖 ≡ 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖 = 𝑃 𝐷𝑖 = 1ห𝑋𝑖

◼ 定理3.3.1（倾向评分定理）：若条件独立假设

𝑌0𝑖 , 𝑌1𝑖 ⊥ 𝐷𝑖ห𝑋𝑖 成立，则有 𝑌0𝑖 , 𝑌1𝑖 ⊥ 𝐷𝑖ȁ𝑝 𝑋𝑖

◼ 证明：𝑃 𝐷𝑖 = 1ห𝑌𝑗𝑖 , 𝑝 𝑋𝑖 = 𝐸 𝐷𝑖ห𝑌𝑗𝑖 , 𝑝 𝑋𝑖
= 𝐸 𝐸 𝐷𝑖ห𝑌𝑗𝑖 , 𝑝 𝑋𝑖 ,𝑋𝑖 ห𝑌𝑗𝑖 , 𝑝 𝑋𝑖
= 𝐸 𝐸 𝐷𝑖ห𝑌𝑗𝑖 ,𝑋𝑖 ห𝑌𝑗𝑖 , 𝑝 𝑋𝑖
= 𝐸 𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖 ห𝑌𝑗𝑖 , 𝑝 𝑋𝑖
= 𝐸 𝑝 𝑋𝑖 ห𝑌𝑗𝑖 , 𝑝 𝑋𝑖

𝑃 𝐷𝑖 = 1ห𝑌𝑗𝑖 , 𝑝 𝑋𝑖 不依赖于 𝑌𝑗𝑖 , 𝑗 = 0,1

用倾向评分控制协变量
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◼ 由定理3.3.1和条件独立假设有：
𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 𝐷𝑖 = 1
= 𝐸 𝐸 𝑌𝑖 𝑝 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝑝 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 = 0 𝐷𝑖 = 1

◼ 倾向评分定理使用：
1.用logit或probit等参数模型来估计 𝑝 𝑋𝑖
2.用匹配法估计处理效应

◼ 估计处理效应的方法：
1.根据 𝑝 𝑋𝑖 分层，用每层的样本条件期望计算
2.将具有相似 𝑝 𝑋𝑖 的处理个体和控制个体匹配
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◼ 计算处理效应的方法：

条件独立假设意味着：

𝐸
𝑌𝑖𝐷𝑖
𝑝 𝑋𝑖

= 𝐸 𝑌1𝑖 , 𝐸
𝑌𝑖 1 − 𝐷𝑖

1 − 𝑝 𝑋𝑖
= 𝐸 𝑌0𝑖

◼ 无条件平均处理效应：

𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 = 𝐸
𝑌𝑖𝐷𝑖
𝑝 𝑋𝑖

−
𝑌𝑖 1 − 𝐷𝑖

1 − 𝑝 𝑋𝑖
= 𝐸

𝐷𝑖 − 𝑝 𝑋𝑖 𝑌𝑖

𝑝 𝑋𝑖 1 − 𝑝 𝑋𝑖

◼ 样本估计量：

𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖ȁ𝐷𝑖 = 1 = 𝐸
𝐷𝑖 − 𝑝 𝑋𝑖 𝑌𝑖

𝑃 𝐷𝑖 = 1 1 − 𝑝 𝑋𝑖

计算处理效应
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◼ 回归方程的估计量：

𝛿𝑅 =
𝑐𝑜𝑣 𝑌𝑖, ෩𝐷𝑖

𝑉 ෩𝐷𝑖
=

𝐸 𝐷𝑖−𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖 𝑌𝑖

𝐸 𝐷𝑖−𝐸 𝐷𝑖ห𝑋𝑖
2 =

𝐸 𝐷𝑖−𝑝 𝑋𝑖 𝑌𝑖

𝐸 𝑝 𝑋𝑖 1−𝑝 𝑋𝑖

◼ 加权平均估计类：𝐸 𝑔 𝑋𝑖
𝑌𝑖𝐷𝑖

𝑝 𝑋𝑖
−

𝑌𝑖 1−𝐷𝑖

1−𝑝 𝑋𝑖

𝑔 𝑋𝑖 是一个权重函数，
令 𝑔 𝑋𝑖 = 1，平均处理

令 𝑔 𝑋𝑖 =
𝑝 𝑋𝑖

𝑃 𝐷𝑖=1
，匹配法估计量

令 𝑔 𝑋𝑖 =
𝑝 𝑋𝑖 1−𝑝 𝑋𝑖

𝐸 𝑝 𝑋𝑖 1−𝑝 𝑋𝑖
，回归估计量
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倾向评分模型 VS. 回归

14

◼ 针对收入偏低人群的政府资助培训项目，低收入是项
目参与者和其他人群唯一的区别

◼ 控制过去收入变化来估计该项目对参与者收入的因果
效应
被解释变量：1978年收入
控制变量：人口统计学变量、1974、1975年收入



不同控制变量下回归估计值

15

◼ 用P得分值筛选的CPS-1样本估计结果和未筛选的
CPS-3样本结果一样好

◼ 回归中使用正确控制变量可以很好剔除选择偏误



3.4回归细节



◼ 当加权使得估计的数值更接近总体参数时，使用加权
回归

◼ 异方差下使用加权回归的理由：对线性条件期望函数，
存在异方差即条件方差函数 𝐸 𝑒𝑖

2ห𝑋𝑖 未必是常数，

加权最小二乘法更精确

加权回归
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◼ 被解释变量取值有限，线性回归模型不适宜，probit

和Tobit等非线性模型更适合

◼ 例子：兰德健康保险实验（HIE），考察人们医疗是
否考虑成本
被解释变量：

虚拟变量：个体在给定年份中是否有过医疗支出或是
否住院
非负变量：和医生面对面交流的次数、医疗总费用

◼ 控制组 𝐷𝑖 = 0：完全免费的医疗服务
处理组 𝐷𝑖 = 1：支付一定费用的医疗服务（接受门
诊治疗时，个人每年150美元，家庭每年450美元）

有限被解释变量和边际效应
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回归结果

19

◼ 伯努利实验：𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖 = 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝐸 𝑌0𝑖
= 𝑃 𝑌1𝑖 = 1 − 𝑃 𝑌0𝑖 = 1

◼ 是否发生医疗支出的变量实际表示为概率



◼ probit模型：假设个体是否参与由潜变量 𝑌𝑖
∗ 决定

𝑌𝑖
∗ = 𝛽0

∗ + 𝛽1
∗𝐷𝑖 − 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖~𝑁 0, 𝜎𝑣

2

潜在得分模型：𝑌𝑖 = 1 𝑌𝑖
∗ > 0

条件期望函数：

𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = Φ
𝛽0
∗ + 𝛽1

∗𝐷𝑖
𝜎𝑣

= Φ
𝛽0
∗

𝜎𝑣
+ Φ

𝛽0
∗ + 𝛽1

∗

𝜎𝑣
−Φ

𝛽0
∗

𝜎𝑣
𝐷𝑖
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◼ 医疗总费用：非负随机变量

𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑌𝑖 > 0,𝐷𝑖 𝑃 𝑌𝑖 > 0ห𝐷𝑖

◼ 医疗费用差异：
𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = 0

= 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑌𝑖 > 0,𝐷𝑖 = 1 𝑃 𝑌𝑖 > 0ห𝐷𝑖 = 1

− 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑌𝑖 > 0,𝐷𝑖 = 0 𝑃 𝑌𝑖 > 0ห𝐷𝑖 = 0

= 𝑃 𝑌𝑖 > 0ห𝐷𝑖 = 1 − 𝑃 𝑌𝑖 > 0ห𝐷𝑖 = 0 𝐸ሾ

ሿ
𝑌𝑖ȁ𝑌𝑖 > 0,𝐷𝑖

= 1

+ 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑌𝑖 > 0,𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑌𝑖 > 0,𝐷𝑖 = 0 𝑃ൣ

൧

𝑌𝑖
> 0ห𝐷𝑖 = 0

正数效应
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参与效应

正数效应



◼ 参与效应：医疗消费为正的个体在不同处理组时接受
治疗的概率之差

正数效应：给定个体接受医疗治疗，不同处理组之间
平均医疗花费之差

◼ 分解正数效应：
𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑌𝑖 > 0,𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑌𝑖 > 0,𝐷𝑖 = 0
= 𝐸 𝑌1𝑖ȁ𝑌1𝑖 > 0 − 𝐸 𝑌0𝑖ȁ𝑌0𝑖 > 0
= 𝐸 𝑌1𝑖 − 𝑌0𝑖ȁ𝑌1𝑖 > 0 + 𝐸 𝑌0𝑖ȁ𝑌1𝑖 > 0
− 𝐸 𝑌0𝑖ȁ𝑌0𝑖 > 0

正数效应
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◼ 正数效应的非因果性解决办法：删失回归（censored
regression）

◼ Tobit模型：假设非参与者的潜在支出结果

𝑌𝑖 = 1 𝑌𝑖
∗ > 0 𝑌𝑖

∗

𝑌𝑖
∗ 是正态分布的潜在支出变量，可取负值。

𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = Φ
𝛽0
∗ + 𝛽1

∗𝐷𝑖
𝜎𝑣

𝛽0
∗ + 𝛽1

∗𝐷𝑖 + 𝜎𝑣𝜙
𝛽0
∗ + 𝛽1

∗𝐷𝑖
𝜎𝑣

◼ 𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = 0

= Φ
𝛽0
∗ + 𝛽1

∗

𝜎𝑣
𝛽0
∗ + 𝛽1

∗ + 𝜎𝑣𝜙
𝛽0
∗ + 𝛽1

∗

𝜎𝑣

− Φ
𝛽0
∗

𝜎𝑣
𝛽0
∗ + 𝜎𝑣𝜙

𝛽0
∗

𝜎𝑣
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◼ 非线性模型结果必须转化为边际效应才有用

◼ 边际效应：非线性模型中条件期望函数的变化

𝐸 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑋𝑖 ,𝐷𝑖 = 1 − 𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑋𝑖 ,𝐷𝑖 = 0 𝑜𝑟 𝐸
𝜕𝐸 𝑌𝑖ȁ𝑋𝑖 ,𝐷𝑖

𝜕𝐷𝑖

◼ 带有协变量的probit模型的条件期望函数：

𝐸 𝑌𝑖 𝐷𝑖 = Φ
𝑋𝑖
′𝛽0

∗ + 𝛽1
∗𝐷𝑖

𝜎𝑣

◼ 平均处理效应：𝐸 Φ
𝑋𝑖
′𝛽0

∗+𝛽1
∗

𝜎𝑣
−Φ

𝑋𝑖
′𝛽0

∗

𝜎𝑣

平均导数近似表达 𝐸 𝜙
𝑋𝑖
′𝛽0

∗+𝛽1
∗𝐷𝑖

𝜎𝑣

𝛽1
∗

𝜎𝑣

协变量导致的非线性
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◼ 非负有限解释变量的条件期望函数：𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖 , 𝐷𝑖 =

Φ
𝑋𝑖
′𝛽0

∗+𝛽1
∗𝐷𝑖

𝜎𝑣
𝑋𝑖
′𝛽0

∗ + 𝛽1
∗𝐷𝑖 + 𝜎𝑣𝜙

𝑋𝑖
′𝛽0

∗+𝛽1
∗𝐷𝑖

𝜎𝑣

◼ Tobit模型的边际效应的简单形式：

𝐸 Φ
𝑋𝑖
′𝛽0

∗ + 𝛽1
∗𝐷𝑖

𝜎𝑣
𝛽1
∗

◼ 例子：抚养孩子对工作的影响
被解释变量:工作时间、就业率
表示抚养孩子的变量：是否有两个以上孩子的虚拟变
量或孩子总数
协变量:母亲年龄、第一胎生育时的年龄、种族虚拟
变量以及母亲教育水平
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各种估计方法结果比较
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各种估计方法结果比较
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◼ 在被解释变量有限情况下使用非线性模型更好接近条
件期望函数，但当考虑边际效应时，线性模型和非线
性模型下的结论差别很小


